1 Neodredeni integral

Neka je funkcija f(x) definisana na nekom intervalu |

a,b]. Funkcija F(x), koja je definisana na tom
intervalu, naziva se primitivnom funkcijom funkcije f(x)

ako vazi da je
F'(x) = f(x) zasve x € [a,]].
Ako je F/(x) = f(x), onda je i (F(x) +¢) = F'(x) = f(x), za ¢ € R. Skup svih primitivnih funkcija

naziva se neodredeni integral i obeleZava sa [ f(x)dx. Ako za funkciju f(x) postoji neodredeni integral
na nekom intervalu, kazemo da je ona na tom intervalu integrabilna.

Osobine neodredenog integrala

. (f f(x)dX>, — (),
/F’(x)dx =F(x) +c,

N

3. /(ocf(x) + Bg(x))dx = oc/f(x)dx + ﬁ/g(x)dx zawa, B ER,

4. / x)dx = /f t)dt - formula za uvodenje smene x = ¢(f),

5. /udv =uv— /vdu - formula za parcijalnu integraciju.

Tablica integrala /

ax

i) / "dx— @/axdx:——i—c,
Ina

a>0,a#1

ii) /sinxdx: —cosx +¢ 1
vii) / T2 2 arctg p +c,
N

iii) /cosxdx:sinx+c p P C 7
viii) /7x:arc:sinE +c, xe (/Ct,k>
@ dx aZ_x2 ¢ e —————
i) /coszx:tgx+c’ ”7&0‘#’& :E;dk
7T
x7é§+k7'f,keZ ln|x+\/x2+a|+c

dx x2+=a=>0 ™ It e oo )
V) /_2 =—ctgx+c,

sin” x B dx
xZkr keZ ) /—:ln|x|—|—c,x7é0
Xl)/ = Qu-1(x) \/ax2+bx+c + /\/ i gde je
\/axz—i-bx—i-c \/axz—l—bx—i-c

x) polinom stepena 1, Q,_1(x) nepoznati polinom stepena n — 1 i A nepoznati koeficijent.
OpSsta trigonometrijska smena

tx—t cosx—l_t2 sinx = & dx = 2t
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Koristimo osnovne osobine integrala i tablicu integrala. 3 I
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pri ¢emu su koriSCeni osobina 3. i tabli¢ni integrali i), vi), vii) i x). Pri integraciji svakog
sabirka se pojavljuje po jedna konstanta, a njihov zbir daje konstantu c.

N
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Ovi zadaci se reSavaju uvodenjem pogodne smene.
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a) Smena je 2 — 3x = t. Kada diferenciramo levu i desnu stranu dobijamo
1
d2—3x)=d(t) = (2—3x)dx = (t)idt = —3dx=dt =dx= —gdt.

Uvedimo smenu u dati integral, iskoristimo tabli¢ni integral i), i vratimo smenu

5 sf 1 1 10 1 6

b) Prvo ¢emo transformisati podintegralnu funkciju, a zatim ¢emo uvesti smenu 2x = t, §to

. 1
daje dx = Edt

1
/cos2 xdx = / E(coszx + sin x 4 cos® x — sin® x)dx =

= %/(1 + cos(2x))dx = %/dx + %/cos(Zx)dx = %x o %/cost- %dt =
% . 1. x 1.
=5 + ZSlnt+C: > + A—lsm(Zx) +¢
c) Smenom treba da se eliminiSu sva pojavljivanja smenjivane promenljive. U ovom primeru

to je jednostavno, jer ako uvedemo smenu x> — 2 = t, diferenciranjem dobijamo 2xdx = dt,

odnosno dx = ﬂ
2x

xdx xit 1t 1
g = Zx:—/t’5dt:—~— — =
/(x2—2)5 * /t5 2 2 4T TRt

Isto se moze dobiti ako prvo transformiSemo izraz pa uoc¢imo koji deo ¢e da se smeni sa dt
/ xdx dx—l/ 2xdx dx_l/dt
(x2—-2)5"" " 2J (x2-2>" 2/ ¥
. .1
d) Uvedimo smenu Inx = t, odakle je ;dx =dt

ldx [ dt
Inx Inlnx / tint

Nekada jedna smena nije dovoljna da dovede do tabli¢nog integrala. U dobijeni integral po-

. dt
novo uvedimo smenu Inf = u, i du

[ = [ —inju] +c=1n[Int| + c=In|Inlnx| + ¢
tint u

Naravno, uz ogranicenja x > 0,Inx >0=x>1 i Inlnx # 0 = x # e. Dve uzastopne smene
se mogu spojiti u jednu: Inlnx = u.

1.3 Parcijalna integracija

3. Nac¢i neodredeni integral
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Ovi zadaci se reSavaju parcijalnom integracijom. Koristi se formula 5.

a) U formuli 5. uzimamo u = Inx i dv = dx. Prvi izraz diferenciramo: du = %dx, a drugi
integralimo: [ dv = [ dx daje v = x + ¢. Uzimamo v = x.

l/ Mx:xlnxf/x%dx=xlnxf/dx:xlnxfx+c /

b) Uzimamo u = x, du =dx i

Jo — dx v—/ dx
" cos2x - COSZX

Kada iskoristimo formulu 5. dobijamo

7 [ oy = xtexd [ = rgr s @x _

(smena cosx = f daje —sinxdx = dt)

(2k+1)m

5 keZ.

dt
=xtgx+/7 =xtgx+1In|cosx| +c, zax #

¢) u=Inx,dv= ‘f{—;‘ daje

d 1
du = ax iv=[x3dx=—-x
x 2

-2
Primenom formule 5. dobija se

/lnxd - / _zdx lnxi 1 >3
T *3 x2  4x?

d) u=2x%+2x, dv = sinxdx daje

du = (2x 4+ 2)dx i v:/sinxdx: —COoSX.

I= /(x2 + 2x)sinxdx = —(x? + 2x) cos x + /(Zx + 2) cosxdx



Ponovnom parcijalnom integracijom sa u = 2x + 2, dv = cosxdx,

du=2dxiv= /cosxdx =sinx, dobijamo

I=—(x*+2x)cosx + (2x +2)sinx —Z/Sinx =

= —(x2 4+ 2x)cosx + (2x +2)sinx + 2cosx +c.

3x

e) u=-e"", dv=sin(2x)dx daje

du=3edx i v= /sin(Zx)dx = —%cos(Zx) .

1
I:/e sin(2x)dx = §e3xcos(2x) +g/e cos(2x)dx .

Ponovnom parcijalnom integracijom sa u = €3*, dv = cos(2x)dx,

du =3e*dxiv = /cos(Zx)dx = %sin(Zx) , dobijamo da je

1 1
I= —§e3xcos(2x) - g <§e3xsin(2x) g/e 51n(2x)dx> == IE]

1
= —§e3x cos(2x) + Ze3x sin(2x) — Zl +c1, odakle je

13 L 3 ax
ZI = —5¢ cos(2x) + 2 sin(2x) +¢; .

Konacno dobijamo

_ 2 3x 3 3x s
I= 3¢ cos(Zx)—i—Ee sin(2x) +c.



