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Problem matematickog programiranja
Nadi x* € X C R" za koje vazi

f(x*) =minf(x), gde f: X - R.

xeX

Postupci reSavanja za probleme bez ogranicenja (X = IR")
° Eg%aktﬁi
e Iterativni (dato xg € R", xp11 = X + ax px, ax € R)

Oblast poverenja

Linijsko pretraZivanje



Izbor pravca

(e = xctakpe] (foo=f(x), Vo= V() V2= V2 f(x)

(Tejlor) f(x+p) = f(x) + VF()Tp + 5p"V2F(x + tp)p

e Pravac najbrzeg opadanja

firr = fim VA pe = pill IV fill cos g, cosgp = —1 ~

¢ Njutnov pravac

1 .
fl+p) = fi+ VP +5p" V2fip = min ~

pii=—(V2f) ' Vi




e Kvazi Njutnovi pravci By &~ V2f; ~ | pr = —B 'V f;

By 15k = Yk, gde je sy = X1 — Xk, Yk = V fro1 — Vi ‘

o ( )( )"
Yx — Bisk) (Yx — Bys
B =B
1= BeE (Yk — Bisk) Tsk
BEFGS - .
BkSkS B k
Byi1=Br — 2k YkYk

T T
SeBrsk Yisk

BFGS sa| Hy = B!

. 1
Hi1 = (I — pisiyi ) He(I — piyist ) + prsesy 5 gde je p = ﬁ
k



Linijsko pretrazivanje

Xk1 = Xk + Ak P,

ay = argrr}xinf(xk + apy)

4 —
¢(a) = f(xx + apy)
~ o RTINS v .
S T~ netacno linijsko pretrazivanje
3 - ~ - =~ - h ~
\ ™ P A
\ prihvatljivi  /: o~
- nagib /i T~ o la)
S S T~
: : o : p -
prihvatljivo prihvatljivo



Wolfe uslovi
Flxe+apy) < flxx) +c1aVfl pr =1(«), zaneko c; € (0,1) .
Vf(xe+ ocpk)Tpk > czochkTpk , zaneko ¢y € (c1,1).

Teorema (Zoutendijk, [9]1). Neka je iterativni niz {x} definisan iteracijom xy1 = Xy + axpy
sa opadajué¢im pravcima py i neka ay zadovoljava Wolfe uslove.

Neka je f ograniéena odole na R" i neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu N koji
sadrgi skup £ = {x: f(x) < f(xo)}, gde je xo data poletna iteracija.
Neka je, dalje, gradijent V f Lipsic neprekidan nad N, odnosno:

Vx,x e N, |[Vf(x) = Vf(%)|| <L||x—z%||, zaneko L>0.

Onda
i v/ T
Y cos?6 [V f(xp)|? < oo, gdeje 6 = £(pr—V i), cosby = o IPE_
=0 IV fell Nl pll
Posledica

klimcos29k IVfl>=0. Ako cosf;>6, zaneko 6 >0 = klim IV f(xk)||=0.
— 00 — 00



Algoritmi linijskog pretrazivanja

Algoritam 1 Backtracking Line Search
Input: & > 0,0 < pj, < ppi < Lc € (0,3)
Output: « koje zadovoljava Wolfe uslove
o =K,
while f(x; + api) > f(xx) + caV £ py do
choose p € [p10, p1il;
o= pu;
end while
return

Algoritam 2 Line Search sa kubnom interpolacijom (nije naveden)

Input: xo € R", fo € R(= f(x0)), f(-) : R" = R, go € R"(= §(x0)), p € R", Amin € R,
max fcalcls € Z*
Output: xy, f, retcode € Z*, A € RY, fealcls € Z*




Metode stohasticke optimizacije
Slucajni Sum ¢(x) je slucajna promenljiva nad prostorom verovatnoce (Q), F,P).
F(x)=f(x) +¢(x), f:R" = R
Slucajni $um €(x) je slucajni vektor nad prostorom verovatnoce (Q), F, P).
G(x) =g(x) +e(x), g(x) : R* = R”

Posmatra¢emo probleme

min f(x),
g(x)=0,

najceS¢e za g = Vf.



Stohasticka aproksimacija (SA)

Dato x¢ iniz {a;},k=0,1,... tipa %, odnosno, koji zadovoljava

[ee] [oe]
a>0,k=0,1,..., Zak:oo, th% < 0.
k=0 k=0

DefiniSemo

Xk+1 :Xk—[lka, kZO,l,Z,...,

koji konvergira ka x*, reSenju g(x) = 0.

Praktican izbor (Spall [11])

FDSA

G = G(xk) = g(xx) + ex(xk),

ay =

a

(k+1+ AN’ a>0, a€(051], A>0.




SPSA

n Fxp+ D) — F(xg — i) 1 n 21 41 1T
Gy = 20, [Ak,lfAk,z"“’Ak,n]

7

gde su Ay;, i =1,2,...,n nezavisne slucajne promenljive sa istom, dozvoljenom raspodelom.

Na primer A : ( _11 } )

2 2
broj racunanja funkcije F FDSA postupkom . 1

broj racunanja funkcije F SPSA postupkom = n’

SPALL, J. Introduction to Stochastic Search and Optimization: Estimation, Simulation, and
Control. Wiley Series in Discrete Mathematics and Optimization. Wiley, 2005



Kvazi Njutnove metode u stohastickoj optimizaciji

ASP
Xpp1 = X — akH Gy, Hy = ¢ (H)
_ k- 1 .
Hk - mkal + mHk, k—O,].,...
2SG
. 1| éGT sGT\"
Hk =5 k + k 7
2 2CkAk 2CkAk
gde je

OGk = Gr(xg + cxAx) — Gr(xx — ckDy) ,



DSLS Descent Stochastic Line Search

KREJIC, N., LUZANIN, Z., AND STOJKOVSKA, I. A gradient method for unconstrained opti-
mization in noisy environment. Appl. Numer. Math. 70 (Aug. 2013), 1-21

KREJIC, N., LUZANIN, Z., OVCIN, Z., AND STOJKOVSKA, I. Descent direction method with
line search for unconstrained optimization in noisy environment. Optimization Methods and
Software 30, 6 (2015), 1164-1184

Linijsko pretrazivanje SA koraci
e vecli koraci koji brze vode ka resenju e dokazana konvergencija
e nije potrebno podesavanje parametara e bez racunanja funkcije cilja
DSLS

e x; daleko od reSenja koriste se LS koraci
e u blizini reSenja koriste se SA koraci

Dokazana konvergencija sa SA koracima i opadaju¢im pravcima.



Dokazana dobra definisanost DSLS.

Algoritam 3 DSLS
Ulaz: xg € R", ¢; € (0,1), C,8(C) > 01i {a;} € R tipa 1.
Postavi k = 0, phase = 1.
Korak 1 Odaberi opadajuéi pravac (G{ di < 0).
Korak 2 Odaberi korak ay.
Korak 3 Odredi novu iteraciju xy,q1 = xy + axdx.
Korak 4 Postavi k = k + 1 predi na korak 1.

Algoritam 4 Korak 2 Odaberi korak a.
Korak 2.1 Ako phase =1 predi na korak 2.2, inace predi na korak 2.3

Korak 2.2 Ako ||Gk|| > C odaberi a; > ¢(C) tako da zadovoljava prvi Wolfe uslov,
predi na korak 3. Inace postavi phase = 2 i predi na korak 2.3.

Korak 2.3 Odaberi a; iz predefinisanog ulaza ay.

Dokazana skoro sigurna konvergencija DSLS.



Konvergencija po opadajué¢im pravcima sa SA koracima

Zadato xp € R", formiramo iterativni niz xy,1 = x¢ + axdy, k=0,1,...

C1 Niz duZina koraka {a;} je tipa +

C2 Niz $umova sa generisanim sigma algebrama (e, Fx) je niz martingal razlika za neo-
padajuéi niz sigma algebri F; takav da vaZi E(ex|Fx_1) = 0, E(||ex||?) < co.

C3 Funkcija g i uslovni drugi momenat realizovanog $uma su ograniceni:
lg()1? + E(||ex||?| Fr—1) < c(1+v(x)), k=0,1,..., za neko ¢ > 0.

C4 Za sve pravce di, k =0,1,... vazi (x; — x*)TE[dy| Fi] < —ca|xx — x*|| skoro sigurno,
za neko c; > 0.

C5 Postoji c3 > 0 tako da za sve k =0,1,... vazi ||di| < c3]|G|| skoro sigurno.

Teorema. Ako su zadovoljeni uslovi C1 - C5, onda niz x; konvergira ka x*, resenju problema
minimizacije.



Dobra definisanost DSLS algoritma
C6 Gradijent g(x) = V f(x) je Lipsic neprekidan, to jest, postoji L > 0 tako da

Ig(x) =gl < Llx —yll zasve xyeR"

C7 Realizacije Suma su ogranicene i postoji M > 0 takvo da
18k (x)|| < M, |lex(x)|| < M skoro sigurno
zasvek=0,1,...ix € D.
C8 Postoji § > 0 takvo da za sve k =0,1,... Gl dy < —6||G||||d|| skoro sigurno.

C9 Postoji A € (0,A) takvo da za sve k =0,1,... vazi ||di|| > A skoro sigurno.

Teorema. Neka vaze pretpostavke C5 - C8 i neka C > M“(V " L+1 " Onda skoro sigurno postoji
4(C) > 0 kojim je algoritam DSLS dobro definisan.



Skoro sigurna konvergencija
Teorema. Neka vaze pretpostavke C6 - C9. Neka je

2M+1 M+2\/2ML—|-1}
aci6A 7 5(1—c1) !

5(1—c1)(2v2ML +1)
2Lc3(M +2v2ML +1)
Neka je {x;} niz generisan Algoritmom DSLS. Neka je {x;},j € ] podniz za koji vazi

C > max{

&:

IGjl = C.
Onda je {x;} skoro sigurno konacan.

Posledica

Ako vaze pretpostavke C1 - C9, i uslov prethodne teoreme, onda iterativni niz generisan
Algoritmom DSLS konvergira skoro sigurno ka reSenju problema minimizacije.



Fiksni Njutnov metod za model ekvilibriuma

Problem: F(x,W) =0, x € R", za vektor parametara W, F(-,W) : R" — R".

Algoritam 5 FNM
Korak 0 Neka je dato x* € R" i (w!,...,w"). Izraéunati srednju vrednost @ = Y~ ; w'/ N i re-
$iti F(x,@) = 0 Njutnovom metodom. Oznacimo reSenje x% i defini$imo A = F/(x™, ).
Korak1 Zai=1,...,N

Korak 1i Postavi x*0 = x@
Korak 2i Ponavljaj do konvergencije o ‘ '
Asz,k — —F(xl'k,w’), xl,k+1 — xl,k + Sz,k’ k=k +1

Korak 3i Postavi x* = xik

KREJIC, N., LUZANIN, Z., AND OVCIN, Z. Stochastic Newton-like methods for computing
equilibria in general equilibrium models. Computational & Applied Mathematics 30 (00
2011), 127 - 149

Dokazana konvergencija FNM.



Teorema o konvergenciji
D1 Za sve w € Q) postoji x** € D za koje je F(x¥*,w) = 0.
D2 Za sve w € () matrica Jakobijana F'(x%*,w) je nesingularna.
D3 Zasve x,y € D iw € Q) postoji y > 0 za koje je || F'(x,w) — F'(y,w)| <y ||x —y|.

D4 Zasve wy,w; € Q2 ix € D postoji yw >0 za koje || F'(x,w;) — F'(x,w;) || < yw||w; — wj.

Teorema. Neka F zadovoljava pretpostavke D1 - D4 i za ey = diam(Q) i M = ||F'(x®, @)~} |
postoji 6 > 0 takvo da je o = M(yd + ywew) < 11ida je

IF (%, @) F (x®,w') || < 6(1 — w),

onda za sve w' € Q) niz {xwi'k}z"zo,i =1,2,...,N definisan u Koraku 1 Algoritma FNM konver-
gira linearno ka resenju F(x,w') = 0.



Modeli ekvilibriuma

Maksimizuje se funkcija korisnosti

Xl () = arg max u/(x), j=1,2,...,m.
mx<mwl

Posmatramo tri slucaja funkcije korisnosti za koje su maksimumi
T W/

e Cobb-Douglas: x{:(n) = a{:, i=1,2,...,n

e fiksne proporcije: x{:(n)‘: p— alf, i=1,2,...,n

e CES: x{:(rc) n—aﬂ af, i=1,2,...,n.

bf Zn,l bfa'

Funkcija viSkova je ¢(7) = 1L "Xl (m) — Z;”lef, za potetno zaduZenje w/, j =1,2,...

Ekvilibrium je pozitivno 77* za koje je &(7t*) = 0.

e Model prostornog ekvilibriuma.



Numericki rezultati

Implementacija DSLS

1 P

F = =
p =1
Linesearch vraca retcode:

0 = nadena zadovoljavajuc¢a duzina «
1 = korak kraéi od amin

2 = potroSena kvota maxfcalc

3 = greska zaokruzivanja ili Sum

U formulama za azuriranje pravca SR1 i BFGS

1 P
ZF xk/ék’ VP Xk ;ZG Xk,gki)
i=1

Ok = Xp1 — Xk, A = Gy — Gy

U stohastickom okruzenju: Ay = G(xyi1,€11) — G(Xk, &)
Posto raspolazemo $umom, uzimamo: Ay = G(xy.1,€k) —



Algoritam 6 DSLS

Input: xp € R”, F: R" = R, G:R" = R", itnlimit € Z, max fcalcls € Z, gradtol € R
Output: y € R", G, € R", termcode € Z

for itncount := 1 to itnlimit do
d:=—B1G,;
if —near then
ly, Fy,retcode, A, fcalcls] := Line Search (x, Fy, F(+), Gx, —Gx,maxfcalcls);

if retcode = 2 then > fealcls > max fcalcls
a

near := true; A := — ;
’ (itncount +1+ A)*

else
if (retcode = 1)||(retcode = 3) then A := A
end if
else

minfix> end if
a .
(itncount + 14 A)*’

end if
end for




Testiranje DSLS

Testirano na 44 test problema.

MORE, J., GARBOW, B., AND HILLSTROM, K. Testing unconstrained optimization software.
ACM Trans. Math. Softw. 7, 1 (Mar. 1981), 17-41

BURKHARDT, J. Test_opt, 2011. http://people.sc.fsu.edu/ jburkardt/m_src /test opt/test _opt.k
Opsti iterativni postupak xy 1 = x + axdy,

dy = —B, 'Gy.
Za potupak najbrzeg opadanja G koristimo By = I, testiramo i SR1 pravce i BFGS pravce.

Testiramo DSLS algoritam (krace LS) i SA algoritam koji koristi predefinisane pravce
o a
T k14 AR

saa=1, A=0, a =0.602, k redni broj iteracije.

k=0,1,...

Kada to iskombinujemo, imamo 6 razli¢itih algoritama. Oznacavacemo ih:

SA-G SA-BFGS SA-SR1
LS-G LS-BFGS LS-SR1



Tri velicine Suma: ¢ =1,0 =0.2 i ¢ = 0.04.

N = 50 nezavisnih iterativnih postupaka sa istom pocetnom tackom

itnlimit = oo, max fcalc = 200n, gde je n dimenzija problema.

Racunanje gradijenta se broji kao n racunanja funkcije cilja.

maxfcalcls =4, p=3

Izlazni kriterijum je gradtol = min{+/no,1} ili maxfcalc > 200n.

| Genal| < gradtol ~~ postupak uspesan. Broj uspe$nih = Nconv.

| Genall > 2004/n ~~ postupak divergirao. Broj koji su divergirali = Ndiv.

fealc > maxfcalc ~ postupak delimi¢no uspesan. Broj delimi¢no uspeSnih = Npar.

DoLAN, E. D., AND MORE, J. J. Benchmarking optimization software with performance
profiles. Mathematical programming 91, 2 (2002), 201-213

1 fealcy;

feij=
|Nc0nl-]-UNpari]-\ reNcon;;UNpar 71]'



Procenti broja uspesnih, delimi¢no uspesnih i divergentnih

I Nconv
Npar
I Ndiv




SA-G

LS-G
SA-BFGS
I Nconv

Npar

I Ndiv
LS-BFGS
SA-SR1
LS-SR1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100



SA-G

LS-G

SA-BFGS

I Nconv
Npar
I Ndiv

LS-BFGS

SA-SR1

LS-SR1

30 40 50 60 70 80 920 100

oc=0.04



Performance profiles
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Testiranje FNM

Cobb-Douglas

1 1
ul (m) = n! 713 i

. S
u?(m) = mm{z, 2} .
a; a;
13m +7m 5, T+ 27

T)=a +a —
él( ) 1 m 11/‘1%7T1—|—El%7'[2

3m + 7T 7T + 27T
G(n) = (1—a) =2 4 =2

atm + a3,

Pocetna vrednost Njutnovog iterativnog postupka (NM) i FNM je 7o = (0.1, 0.9) za sve
vrednosti uzorka. Izlazni kriterijum za oba algoritma NM i FNM je ||¢|| < e = 10°.

Za vrednost parametara a} = 0.4, a? = 2, a5 = 3, NM daje redenje u 6 iteracija.

Potom kreiramo uzorak od N = 500 vrednosti za parametre, sa normalnim raspodelama:
at : N(04,0.05), a3 : N'(2.0,0.05), a3 : N'(3.0,0.05).



| NM | FNM

broj iteracija 2954

broj izrac¢unavanja funkcije | 2954
broj izracunavanja Jacobijana | 2954
CPU vreme 0.156

4553
4553

0.098

Tabela 1: ReSavanje ekvilibriuma za neoklasi¢nu ekonomiju, Cobb-Douglass sa 2 robe i 2

agenta, veli¢ine uzorka parametara N = 500

Za vece dimenzije problema prednost FNM u odnosu na NM u koris¢enju CPU vremena je

ociglednija.

NMiter NM CPU FNM iter FNM CPU
m=4n=3| 2134 0.773 3156 0.555
m=8n=6| 2893 1.383 3200 0.606
m=16,n=12| 3072 3.554 3949 0.959
m=232,n=24| 2514 14.592 4144 1.988

Tabela 2: Primer 2



Hvala na paznji!
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