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Bodovi i datumi

| Kol.1 Kol.2 TestR1 TestR2 Test Usm. X
MAX 25 25 15 15 10 10 100
MIN 10 10 0 0 0 0 51
Datumi | 24.IIT 8. VI
7:30 7:30




Prostor verovatnoce

o-polje dogadaja

DEFINICIJA 1 Ako je Q) # @ (neprazan skup ishoda), F C P(Q) i vazi:
i QeF
(i) VAe F, A:=Q\A € F,

(iii) za prebrojivu familiju A1, A,,... € F, ‘Ul AjeF,
]:

onda za F kaZemo da je o-polje dogadaja (nad ().

Elemente F nazivamo dogadaji. () je siguran dogadaj.
Za dogadaj A, njegov komplement A je suprotan dogadaj.

PRIMER 1 Partitivni skup F; = P(Q) i F, = {D,Q} su o-polja dogadaja nad Q).

PRIMER 2 Za skup QO ={1,2,3,4,5,6}, F = {©,0,{1,2},{3,4,5,6}} je o-polje dogadaja.



Osobine o-polja dogadaja

n
Qe F.A,Ay. ..., ApeF = AAUAU---UA, = UA]‘E.F.
=1

ABeF = AUBe F,AB=ANBe F,A\Be F,AAB=(A\B)U (B\A) € F.
A1,Ar...€ F = A] e F.
j=1
Ako je AB =@, kazemo da su dogadaji A i B disjunktni.
Ako za prebrojivu familiju Aq, Ay, ... vazi

Vkje{1,2,..}k#]j= AA =0,

kazemo da su dogadaji te familije disjunktni po parovima.



Verovatnoca

DEFINICIJA 2 Za o-polje F nad nepraznim skupom (), verovatnoca je funkcija P : F — R
koja zadovoljava

1. VA€ F,P(A) >0.
2. Za prebrojivu familiju dogadaja disjunktnih po parovima Ay, A,,... € F,
P(U Ak) = Y. P(Ay).
k=1 k=1
3. P(Q)=1
Uredenu trojku (Q), F, P) nazivamo prostor verovatnoce.
PRIMER 3 Za skup Q= {1,2,3,4,5,6} i F = {0,0,{1,2},{3,4,5,6} }, funkcija

p— @ Q {1,2} {3,456}
-~ \0 1 1/3 2/3

Jje verovatnoca, odnosno, (Q), F,P) je prostor verovatnoce.



Osobine verovatnoce
Za proizvoljne dogadaje A i B:

4. P

® N o v
)

Za prebrojivu familiju dogadaja Ay, A», ... i dogadaj A

9. At Aili Ay} A = P(A) — P(A)

10. P (E’J Ak) < 5 P(Ay)
k=1 k=1



PRIMER 4 Neka je skup ishoda konacan: Q) = {wj,wy,...,wy}, i neka je o-polje skup svih
podskupova F = P(Q).

Neka je py = P({wi}) >0, k=1,2,...,.ni Y} 1pp=1.

Verovatnoca je definisana

P(A)= Y. pr

k:wpeA

Ovaj prostor zovemo diskretni prostor verovatnoce.

PRIMER 5 Ako u primeru 4 vaZiip; = p, =--- = pn = 1/n, dobijamo P(A) = #A/#Q, to je
klasi¢na definicija verovatnoce. U klasi¢noj definiciji verovatnoce se kaze da je verovatnoca
broj povoljnih podeljen sa brojem mogucih ishoda. Klasi¢na definicija verovatnoce se koristi
kada imamo konacno mnogo jednako verovatnih ishoda, odnosno, kada se vrsi slucajan
izbor.

PRIMER 6 Neka je () C R" Euklidski prostor.

Neka je F skup podskupova od Q) koji su merljivi merom m i neka je m(Q) > 0.
Geometrijsku verovatnoéu za A C Q) definiSemo: P(A) = m(A)/m(Q).

Onda je (Q), F,P(+)) prostor verovatnoce.



Skup ¢ija verovatnoca je 0 zovemo nemogu¢ dogadaj. Na primer, @ je nemogu¢ dogadaj.
Ako podskupovi nemoguceg dogadaja pripadaju F, kazemo da je prostor kompletan. Ako
nije kompletan, prostor se moze kompletirati proSirivanjem.

Ako je P(A) =1, kazemo da je A skoro siguran skup. Ako nesto vazi na skupu verovatnoce
1, kazemo da skoro sigurno vazi.

PRIMER 7 Tri decCaka i tri devojcice sedaju na slucajan nacin u red sa 6 mesta. (Svi rasporedi
sedenja su jednako verovatni.) Kolika je verovatno¢a da nema dve osobe istog pola koje sede
jedna do druge?

PRIMER 8 Iz $pila od 52 karte na slucajan nacin se izvlaci jedna karta. Kolika je verovatnoca
da je izvucena karta dama ili herc?

Ako u prostoru verovatnoce (Q), F,P(-)) za dogadaje A,B € F vazi P(AB) = P(A)P(B),
kazemo da su A i B nezavisni.

Familija dogadaja Ai,A,... je nezavisna u ukupnosti ako za proizvoljan skup indeksa
il,iz,. . .ik vazi P(Ai1 Aiz s Aik) = P(Ail)P(Aiz) s P(Aik)-

PRIMER 9 Nov¢i¢ se baca tri puta. Bacanja su nazavisna. Izra¢unati verovatnoce py da ¢e
pasti k grbovazak=0,1,2,3.



PRIMER 10 Novci¢ se baca dok se ne dobije grb. Izracunati ver. da bude paran broj bacanja.

PRIMER 11 (Bernulijeva shema) Pozitivna realizacija eksperimenta u svim pokusajima ima
istu verovatnocu p € (0,1). Eksperiment se vrsi n puta. Kolika je verovatnoca da ce biti k,
za 0 < k < n pozitivnih realizacija?

PRIMER 12 U odeljenju od 30 daka ima 12 decaka. Na slucajan nacin se bira petoclana
komisija. Kolika je verovatnoc¢a da u komisiji ima (barem) 2 decaka?

PRIMER 13 Oko kocke je opisana lopta. Na slucajan nacin se bira tacka u lopti. Kolika je
verovatnoca da je izabrana tacka u kocki?

PRIMER 14 Na slucajan nacin se biraju brojevi a i b u intervalu [0,1]. Kolika je verovatnoéa
da ¢ée jednacina x*> + ax + b = 0 imati realna re$enja?

PRIMER 15 Dve osobe dolaze na sastanak na dogovoreno mesto u slu¢ajno odabranom
momentu izmedu 12 i 13 ¢asova. Dogovor je da se ¢eka 20 minuta.

Kolika je verovatnoca da Ce se sresti?

PRIMER 16 (Bertranov paradoks) Izracunati verovatno¢u da slucajno izabrana tetiva kru-
Znice bude veca od stranice jednakostrani¢nog trougla upisanog u kruZnicu.



(a) Ako se jedan kraj tetive fiksira, a drugi se bira slucajno.
(b) Ako se fiksira pravac tetive.

(c) Ako se slucajno bira srediste tetive (unutar kruznice).

Uslovna verovatnoc¢a

Neka je (Q), F,P(-)) prostor verovatnoce i neka je A € FiP(A) > 0.
DefiniSemo za B € F verovatnoc¢u pod uslovom da se desio dogadaj A:
P(AB)

P(A)

P(B|A) =
Onda je (), F,P(-|A)) prostor verovatnoce.
Prebrojiva familija dogadaja Hy, H»,... ¢ini potpun sistem dogadaja ako su dogadaji dis-

junktni po parovima i ako vazi U Hj=Q.
j=1
Formula totalne verovatnoce za potpuni sistem dogadaja Hq, Hy,... i dogadaj A:

ZP P(A[H)).



P(H;) P(A|H;
Bejzova (Bayes) formula: P(H]-|A): oo( ]) (Al ]) '

£ Py P(AIH)

PRIMER 17 Simptom X se pojavljuje usled bolesti A, B i C. Poznato je da se bolest A, B i
C pojavljuju kod redom 10%, 5%, 20% populacije. Bolesti A, B i C iskljucuju jedna drugu.
Simptom X se u slucaju bolesti A razvija u 90% slucajeva, u slucaju bolesti B razvija se u
95% slucajeva, i u slucaju bolesti C razvija u 75% slucajeva.

Kolika je verovatnoda da ¢e se kod slucajno odabranog ¢oveka pojaviti simptom X?

Ako se pojavio simptom X, kolika je verovatnoda da ima bolest A, B, odnosno C?

PRIMER 18 Od n novciéa jedan je neispravan: ima grb sa obe strane. Na slucajan nacin se
bira nov¢ié i baca k puta. Kolika je verovatnoca da svih k puta padne grb?

Ako je svih k puta pao grb, kolika je verovatnoca da je u pitanju neispravan novcic?

PRIMER 19 Osobe A, B, C i D prenose informaciju koju dobiju u obliku iskaza DA ili NE u
jednom od tri slucaja. Osoba A dobija informaciju, prenosi je osobi B, zatim ona osobi C,
zatim ona osobi D i na kraju osoba D saopstava informaciju.

Kolika je verovatnoca da je prva osoba prenela poc¢etnu informaciju ako se zna da je posled-
nja osoba prenela pocetnu informaciju?



Uopstena formula preseka:
P(A1 Ay -+ Ay) =P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1Ag) - P(Au|A1 Az - Apq)

PRIMER 20 Koliko treba da ima osoba u nekoj grupi pa da verovatnoca da barem dve osobe
iz grupe imaju rodendan istog dana bude veca od %?

PRIMER 21 Koliko osoba treba da pitam za rodendan da bih sreo osobu koja ima rodendan
istog dana kad i ja sa verovatno¢om vec¢om od %?

Uopstena formula unije:

P(AiUAU---UA,) = Y P(Ay)— Y. P(AA,)+ ), P(AAAL)—

1<ii<n 1<ii<ir<n 1<ii<ip<iz<n
4 (=1)"VP(A1 Ay - Ay)

PRIMER 22 Nestalo je struje u pozoristu i svih n lica su u mraku (na slucajan nacin) uzeli
kaput u garderobi. Kolika je verovatnoca da je barem jedno lice uzelo svoj kaput?

Kojem broju tezi dobijena verovatnoca kad n — co?



PRIMER 23 Neka je: P(A) = 0.6,
P(B) =0.7, P(AB) =04, P(BC) = 0.25,

P(ABC) = 0.15.
e Izratunati P(AB), P(ABC) i " \
P(ABC). '

* IzraCunati P(A|B), P(B|A).

PRIMER 24 U kutiji se nalazi 10 kuglica sa brojem 0, 11 kuglica sa brojem 1 i 12 kuglica sa
brojem 2. Na slucajan nacin se izvlaci kuglica i posmatra izvuceni broj. Opisati skup ishoda
i prostor verovatnoce.

PRIMER 25 Ako se u primeru 24 na slucajan nacin izvlace 3 kuglice bez vracanja, kolika je
verovatnoca da su izvu¢eni redom 0, 11 2?

PRIMER 26 Ako se u primeru 24 na slucajan nacin izvlace 3 kuglice bez vracanja, kolika je
verovatnoca da su izvucena tri razli¢ita broja?

PRIMER 27 Ako se u primeru 24 na slucajan nacin izvlace 3 kuglice sa vracanjem, kolika je
verovatnoca da su izvucena tri razli¢ita broja?



PRIMER 28 Na deonici pravog puta su postavljena dva semafora. Vozila stiZzu u slucajnim
momentima. Prvi semafor propusta 80% vozila. Drugi semafor propusta 75% vozila koja
nisu stala na prvom semaforu i 60% vozila koja su stala na prvom semaforu.

Kolika je verovatnoca da ¢e vozilo proc¢i deonicu sa ta¢no jednim zaustavljanjem?



Slucajne promenljive
Ako X: Q) — R, za S C IR, inverzna sliku od S je

X1(S)={we:X(w)€S}.

Definicija
Ako je (Q), F,P) prostor verovatnoce i X : 3 — R zadovoljava:
VxeR, X 1((—o0,x]) € F,

kazemo da je X slucajna promenljiva.

PRIMER 29 Za prostor verovatnoce iz primera 3, moZemo
definisati slu¢ajnu promenljivu indikator dogadaja koja re-
gistruje sa 1 da li je pao broj vecéi od 2 (inace je nula):

123456
X‘( 01111)'




Funkcija raspodele
Za slucajnu promenljivu X nad (Q), F, P) definiSemo funkciju raspodele:
F(x)=P (x—l((_oo,x])) =P({w: X(w) <x})=P(X < x).

PRIMER 30 Za slucajnu promenljivu X iz primera 29 funkcija raspodele je

0, x<0
F(x)=4¢ % 0<x<1
1

, x>1
P(X = x) F(x)
1 1p---——
Zakon raspodele 2/3b--- 2/3 :, 2
[ 3
0 1 |
303 ;I%




Osobine funkcije raspodele

1. lim F(x)=0 4. Ya€R, lim F(x) =F(a)
X——00 x—at
2. lim F(x) =1 5. P(a< X <b) =F(b) — F(a)

3. x1 <xp = F(x1) <F(x2)

Diskretne slucajne promenljive

Neka je X slu¢ajna promenljiva nad (Q), F, P). Sliku skupa ishoda () ozna¢avamo sa Rx.
KaZemo da je X diskretna slucajna promenljiva ako je slika R x konacan ili prebrojiv skup.
Ako je Rx = {x1,x2,...} onda Q) = Ej (X=xy,)sledidajel= f P(X =x,).

Mozemo uvesti oznake p, = P(X :7;_,11) Funkciju x,, — py ZOVEIr;l_()l zakon raspodele slucaj-

o ).VaiiF(x): Y pa

ne promenljive X i zapisujemo X :
pr p2 - n:x, <x



Bernulijeva raspodela sa parametrom p € (0,1) je X : < 1 E p }17 > .
PRIMER 31 U primeru 29 posmatra se slu¢ajna promenljiva X koja uzima vrednost 1 ako

u bacanju kocke za igru padne broj veéi u 2, inace uzima vrednost 0. Ovde je skup Q) =
{1,2,3,4,5,6}, A= X"1({1}) = {3,4,5,6}. Po klasi¢noj definiciji verovatnoce:

p=P(A) =¥ =1 =2 Zakon raspodele je X : < (l) % >

3 3
P(X=x) F(x)
1 1r---n
Funkcija raspodele l )
0 x<0, 2/3 =" 2/3 §
F(x)=4¢ 1/3 0<x<1, 1/3¢ 1/3 ;
1 x>1. :I%




Binomna raspodela sa parametrima p € (0,1) i n € N u oznaci B(n,p):
P(X=k) = (Z) 7 (1—p)k ke{01,...,n}.
PRIMER 32 U primeru 11 (Bernulijeva shema) je opisana ova raspodela. Recimo, ako po-

smatramo koliko puta je pao broj veéi od dva u Cetiri nezavisna bacanja kockice za igru,
dobija se Binomna raspodela sa p = %,n =4.X:B(4, %) Zakon raspodele je:

0 1 2 3 4
<(3) B'G HA'® )w ) (1) <§>4<;>°)

P(X=x)
0.4
Kad se izra¢una i nacrta: 0.3
< 0 1 2 3 4 ) 0.2 ‘
0.0123 0.0988 0.2963 0.3951 0.1975 0.1 T ]
o 1 2 3 4 X

E(X)=0-0.0123+1-0.0988 + 2 - 0.2963 + 3 - 0.3951 4 4 - 0.1975 = 2.6667 = 4 - %



Poasonova raspodela sa parametrom A € (0,00) u oznaci P(A):
)tk
P(X=k)= Fe—& k=0,1,...
Kada se posmatra uéestalo pojavljivanje dogadaja kroz vreme i kad pojava jednog dogadaja
ne utice na vreme pojave sledeceg, onda broj dogadaja koji su se pojavili do nekog fiksnog
momenta ima Poasonovu raspodelu. Parametar A predstavlja ucestalost tih dogadaja.

PRIMER 33 Broj klijenata koji se pojave na Salterima za kupovinu karata ima Poasonovu
raspodelu sa prosekom 160 klijenata u na sat. Zakon raspodele slucajne promenljive X =
broj klijenata u minutu ima Poasonovu raspodelu sa A = 160/60 = 2.6667.

X 0 1 2 3 4 5 6 ...
"\ 0.0693 0.1849 02468 02197 0.1466 0.0783 0.0348 ...
P(X=x)
03
0.2 ‘ ]
0.1 ] I
| , , , 1
o 1 2 3 4 5 6 X
|



Geometrijska raspodela sa parametrom p € (0,1) u oznaci G(p):
P(X=k) =p(1-p)Lk=12,...

PRIMER 34 Novci¢ se baca dok se ne dobije grb. Slucajna promenljiva X predstavlja broj
bacanja. Na¢i zakon raspodele X. Izracunati verovatnocu da je bio paran broj bacanja.

«.(1 2 3 4 5 ...
"\ 05 025 0125 0.0625 0.03125 ...

P(X =x)
1 1
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 ‘ I 0.25
T ? )

Paran broj bacanja =: A = {2,4,6,...}. P(A) =Y 2 P(X=2k) =Y}, (%)k S



PRrRIMER 35 U kutiji se nalazi 10 kuglica sa brojem 0, 11 kuglica sa brojem 1 i 12 kuglica sa
brojem 2. Na slucajan nacin se izvlaci dve kuglice. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja zbir
izvucenih brojeva.

Naci zakon raspodele i oCekivanje slucajne promenljive X.

!

(X=0)=P({0+0}) =122,
(X=1)=P({0+1,1+0})=2-33- 3,
P(X=2)=P({0+22+0,1+1})=2-10.124 1110
( )= P(

( )= P(

)

X=3)=P({1+22+1}) =22
X=4)=P({2+2})=3%" 5

0 1 2 3 4
X 10,09 n. 10 11 5 10 10 5. 11 12 12 1

3332 33'32_{—33 32 33°32 33 32

/0 1 2 3 4
X: 9 220 350 264 132
332 3332 332 333 B0

33 " 32

10 10
( ) 033 32+1233 32+2 (2 33'2+33 32)+
2240
+3-2- 33 32—+_4 33 32 3332_21212



Neprekidne slucajne promenljive

Kazemo da je slucajna promenljiva ap-
solutno neprekidnog tipa ako postoji
funkcija ¢ : R — [0,00) takva da je

X

VxeR, F(x) = [ ¢(t)dt

Funkciju ¢ nazivamo funkcija gustine
raspodele slucajne promenljive X.

Osobine gustine raspodele

1. ¢(x) =F'(x)

2. [ot)dt=1

3. [P p(x)dx = F(b) — F(a)
Pla<X<b)=Pa<X<b)=

X
Pla<X<b)=Pla<X<b)

Uniformna raspodela U (a,b), a < b € R

_ %a, x € (a,b),
plx) = { bO, x & (a,b);

0, x <a,
F(x)=¢ 3=, a<x<b,

a

I, x> b.




Eksponencijalna raspodela
E(A), L €(0,00)

0, x <0,
¢(x) = /\e—)\x, x>0

0, x <0,
F(x) _{ 1—e ™, x>0.




Normalna (Gausova) raspodela N (i,0), m,0c € R, o >0

— 1 7()(7];)2 ]R. F _ 1 X 7(t7}l2)2d
(p(x)—azne 22, x€ER; <x)_02nf—ooe 22 dt.
x2
Zap=0ic=1, N(0,1), standardna normalna raspodela ®(x) = [*_ ﬁe*?dx.
1/vV2 A 68.2%
L ; 95% ;
B
[}
7 // 99.7% \\
97.6% =
5
25% G| 21% A8.6% 341% 341% 13.6% 2.1%
N ||| B

3 —2 _1 119 3 3 =2 -1 o 1 2 3

Standardnih devijacija

Tablice Na primer P(X < 1.960) = ®(1.960) = 0.975, ®~1(0.975) = 1.960.

p=P(X<z) p| .75 90 .95 975 990 .995 .9995

z‘.674 1.282 1.645 1960 2326 2576 3.291



PRIMER 36 Ako X : N(0,1), iz tablica funkcije ® oéitati vrednosti P(X < 0.55),P(X >
1), P(|X| < 2) i naci vrednost x za koju je P(X < x) = F(x) = 0.975.

P(X < 0.55) = 0.7088 P(X>1)=1-P(X<1)=1-08413 =0.1587

P(|X]<2)=P(-2<X<2)=  P(X <1.960) = 0.975
| =2-09772 — 1 =0.9546



z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 09162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 09345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 09564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 09719 0.9726 0.9732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 09893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9924 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 09938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 09965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981



Transformacija slu¢ajne promenljive

Neka je X : Q) — R slucajna promenljiva nad prostorom verovatnoce (), F,P).

Neka f: R — R ineka je Y = f o X slu¢ajna promenljiva. Za w € ), Y (w) = f(X(w)).
Ako je f neprekidna funkcija, onda je Y slucajna promenljiva.

Obelezavamo Y = f(X).

Zadatak je naci raspodelu slucajne promenljive Y kada je poznata raspodela slucajne pro-
menljive X i funkcija f.

X je diskretna slu¢ajna promenljiva

X1 X2

Aka je X diskretna slucajna promenljiva sa raspodelom X : ( m P
1 P2

), onda je Y
diskretna slucajna promenljiva.
Neka je {y1,y2...} skup slika za Y. Onda je zakon raspodele za Y:

Y:<y1 v2 :::>,gdeje gi= Y. P

qa1 q2
yi=f(xm)



PRIMER 37 Neka je X sluc¢ajna promenljiva koja predstavlja broj koji padne na kockici za
igru. Nadi raspodelu slu¢ajne promenljive Y = (X — 3)2.

123 45 6 01 4 9
Xi<111111)fY:(1221)'
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

X je neprekidna slucajna promenljiva

Neka je X slu¢ajna promenljiva sa gustinom raspodele ¢x. Neka je f rastuca ili opadajuca
neprekidna funkcija. Onda je inverzna funkcija f~! rastuéa, odnosno, opadajuéa funkcija.

Onda je gustina za Y: ¢y (y) = ox(f () [(f ' ()], y € Y(Q) = f(X(Q)).

PRIMER 38 Neka X : U(0,1) i neka je Y = —InX. Nadi raspodelu za Y .
PRIMER 39 Neka X : N'(0,1) i neka je Y =aX + b, a # 0. Naéi raspodelu za Y .

PRIMER 40 Neka X : N'(0,1) i neka je Y = X2. Naéi raspodelu za Y.



Standardizacija Normalne raspodele

Neka X : N'(0,1) i neka je Y = aX + b, a # 0. Onda slu¢ajna promenljiva Y ima Normalnu
(Gausovu) raspodelu Y : N (b, |a) .

Ako X : N (u,0), onda X* = % :N(0,1).

PRIMER 41 Neka X : N'(0.5,2). Izra¢unati verovatnoce P(X < 0.55),P(X > 1),P(|X| < 2).

P(X <0.55) = P((X —0.5)/2 < (0.55 — 0.5) /2) = P(X* < 0.025) = 0.510,
P(X>1)=1-P(X<1)=1-P((X—05)/2<(1-05)/2) =1— P(X* <0.25) =
=1— ®(0.25) =1 — 0.5987 = 0.4013,
P(|X| <2)=P(-2< X <2)=P((—2—05)/2< (X —05)/2< (2-05)/2) =
= P(—1.25< X* < 0.75) = ®(0.75) — ®(—1.5) = 0.7734 — (1 — 0.8944) = 0.6678.



Dvodimenzionalne slucajne promenljive

Kazemo da je (X,Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva, odnosno dvodimenzional-
ni slucajni vektor, nad prostorom verovatnoce (), F,P), ako su X i Y slu¢ajne promenljive
nad (Q, F,P).

Funkcija raspodele slucajnog vektora (X,Y) je

Flx,y) =P({w: X(w) <x}N{w:Y(w) <y})=P(X<xY<y).

Osobine funkcije raspodele dvodimenzionalnog vektora

1.

™

(—co,y) = F(x,~00) =0
2. F(eo,00) =

3. F(x,y) je neprekidna s desna po obe promenljive.
4. F(x,y) je neopadajuca po obe promenljive.

5. P(

Pla<X<bc<Y<d)=F(bd)—F(ad)—F(bc)+ F(a,c).



Marginalne raspodele sluc¢ajnog vektora (X,Y) su raspodele slu¢ajnih promenljivih X i Y
¢ije funkcije raspodele dobijamo:

Fx(x) = F(x,00), Fy(y) = F(co,y) .

Diskretna dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva

Neka je (X,Y) slucajni vektor nad (Q), F,P).
Neka je Rxy) = (X,Y)(Q) C R? prebrojiv skup.
Preslikavanje koje elementima slike R (x y) pridruzuje verovatnoce (x;,y;) — p;, definisano:

pij=P({w: X(w)=x; \Y(w) =y;})

zovemo zakon raspodele vektora (X,Y).

Cesto zakon raspodele zadajemo tabelom na ¢ijim marginama moZemo izracunati verovat-



noc¢e marginalnih raspodela. p;. =Y,pi;, pj=Yipij L,j=12,...

X\Y| | y1

X1 | pia P2 | P1

X2 | p21 P22 vt | P2 X:<x1 X2 '”>,Y:<y1 2 )

: : - : pi. p2. - p1 p2 -
p1 P2

PRIMER 42 Tri puta se baca novcié. Neka X predstavlja broj grbova, a Y broj promena. Na¢i
zakon raspodele sluc¢ajnog vektora (X,Y) i marginalne zakone raspodele.

Neprekidna dvodimenzionalna slucajna promenljiva

Neka je (Q), F, P) prostor verovatnoce i (X, Y) slucajni vektor sa funkcijom raspodele F(x,v).
Ako postoji integrabilna funkcija ¢(x,y) : R? — [0, 0] takva da je V(x,y) € R?

F(x,y) = //(p(u,v)dudv, gde je Dy, = (—00,x] x (—o0,y],
Dey

kazemo da je (X,Y) neprekidna dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva i da je ¢(x,y)
njena gustina raspodele.



Poslednji dvostruki integral se racuna preko ponovljenih (nesvojstvenih) integrala:

F(x,y) = /" (/y (p(u,v)dv) du .

—00 — 00

Osobine dvodimenzionalne gustine raspodele

1. Ako je ¢(x,y) neprekidna u (x,y), onda je ¢(x,y) = aZan(géy).

2. [[o(xy)dxdy =1
R2

3. P((X,Y)eS) = {f ¢(x,y)dxdy

Gustine marginalnih raspodela slu¢ajnog vektora (X,Y) su

px(x) = /qo(x,y)dy, py(y) = /qv(x,y)dx.



Uslovne raspodele

Neka je (X,Y) slucajni vektor nad prostorom verovatnoée ((},F,P) i neka je P(X € S) > 0.
Uslovna funkcija raspodele slucajne promenljive Y|X € S u (Q, F,P(:|X € 5)) je

Y<yXeS)
P(X€S)

Fyjxes(y) = P{w: Y(w) <y}X€S) = P(

Diskretne uslovne raspodele

Neka je dat zakon raspodele diskretnog slucajnog vektora (X,Y). Ako je p.; > 0, uslovni
zakon raspodele slu¢ajne promenljive X ako je Y =y; je p(xi|y;) = pij/p.;:

xl X7 " i i
X]Y:yj:<pl,j P2y ) sli¢no Y|X:xi:<%,l1 ﬁ m),p(yj]xi):%
p.j p.j pi. pi. Pl'

PRIMER 43 Za diskretnu slucajnu promenljivu iz primera 42 nadi uslovne zakone raspodele
Y| X=2iX|Y=1.



Neprekidne uslovne raspodele

Za neprekidni slucajni vektor (X,Y) sa gustinom ¢(x,y) funkciju raspodele slu¢ajne pro-
menljive Y|X = x definiSemo:

Fyjx—x(y) = lim P(Y <ylx <X <x+h).

h—07+

Moze se dokazati da je

y
Fle:x(y> = / Z’(;(I;))) dv, za ¢x(x) >0, odnosno,

P(ylx) := :’;E(x(z; za ¢x(x) > 0 je uslovna gustina raspodele za Y|X = x.

PRIMER 44 X se na slucajan nacin bira iz intervala (0,1). Potom se Y bira na sluc¢ajan nacin
iz intervala (X,1). Naci gustinu raspodele za (X,Y) i marginalnu raspodelu za Y.

Nezavisnost slucajnih promenljivih

Neka je (X,Y) slu¢ajni vektor nad prostorom (Q), F, P) sa funkcijom raspodele F(x,y) i neka
su Fx(x) i Fy(y) marginalne funkcije raspodele.



Kazemo da su X i Y nezavisne slucajne promenljive ako Vx,y € R, F(x,y) = Fx(x) Fy(y) .

Diskretne slucajne promenljive X i Y su nezavisne ako i samo ako je p;; = p;. p.j za sve i,j,
gde je p;; zajednicki zakon raspodele za (X,Y'), a p;. i p.; marginalni zakoni raspodele.
Neprekidne slu¢ajne promenljive X i Y su nezavisne ako i samo ako je ¢(x,y) = ¢x(x) ¢y (y)
za sve x,, gde je ¢(x,y) zajednicka gustina, a ¢x(x) i ¢y(y) marginalne gustine.

Za niz promenljivih X;, X5, ... kaZemo da su nezavisne ako Vi, j, i #j = X; nezavisno od

X;.

Transformacija dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive

Posmatra¢emo transformacije R>? — R? i R> — RR.

Diskretne slucajne promenljive

Ako je (X,Y) diskretni sluajni vektor sa zakonom raspodele (x;,y;) — p;,; i transformacija
(X,Y)— (U,Z2) = (1(X,Y), f2(X,Y)), onda je zakon raspodele (U, Z) : (ux,z;) — qx,>

Gr1 =P(U=u, Z=1z)= Y Pijs
(i4)
() =(f1 (xi9). 2 (x7.9))



za sve vrednosti (uy, z) iz slike Ry 7).
Slitno ako je Z = f(X,Y).

PRIMER 45 Nezavisne slucajne promenljive X i Y imaju istu Poasonovu raspodelu P(A).
Nadi raspodelu slucajne promenljive Z = X + Y.

PRIMER 46 Neka su slucajne promenljive X1,X>,..., X, nezavisne sa istom Bernulijevom
0

raspodelom ( 1—p

719 ) . Nadi raspodelu slucajne promenljive Y = X1 + Xp + - - + X,,.

Neprekidne slucajne promenljive

Nalazenje raspodele transformisane slucajne promenljive ¢emo pokazatiza Z = X + Y (tzv.
konvolucija slu¢ajnih promenljivih X i Y).
Neka je (X,Y) dvodimenzionalni neprekidni sluc¢ajni vektor sa gustinom raspodele ¢(x,y).

Gustina raspodele sluc¢ajne promenljive Z = X + Y je ¢z(z) = / p(z—y,y)dy.



Numericke karakteristike slucajnih promenljivih
Matematicko ocekivanje

X1 X2

""" ), definidemo E(X) = ooxi .
pP1 P2 > (X) El P

Za diskretnu slucajnu promenljivu X : <
Za neprekidnu slu¢ajnu promenljivu X : ¢(x), definiSemo E(X) = [ x¢(x)dx.

(Ako suma, odnosno integral, apsolutno konvergira.)

Osobine matematickog ocekivanja

1. X=c¢,c=const = E(X)=c

f(x;)pi, X diskretna

Lr1e

2. Y=f(X), E(Y)=E(f(X)) ={ o
J £

=
~—

¢(x)dx, X neprekidna



f E f(xi,y;) pij, (X,Y) diskretna

i=1j=1

/ f(x,y)qo(x,y)dy> dx, (X,Y) neprekidna

4. E(X+Y)=E(X)+E(Y)

5. E(cX) =cE(X)

6. XiY nezavisne = E(XY)=E(X)E(Y)
7

La<X<b=a<EX)<b

Disperzija (Varijansa)

(Ako postoji.)



Osobine disperzije
1. X=¢,c=const & D(X)=0
2. D(X)>0
3. c=const = D(cX)=c*D(X), D(X+c¢)=D(X)

4. X1iY nezavisne = D(X+Y)=D(X)+ D(Y)

Standardna devijacija



PRIMER 47 Posmatra se X, broj koji padne u sluc¢ajnom bacanju kocke za igru.
Nadi zakon raspodele, ocekivanje i disperziju slucajne promenljive X.

x.(1 23456 E(X)=1-1+2-143-144-1+5-1+6-1=35
IANE T S S D(X)=(1-35)% 1+ 4+ (6-35)2 1 =2916667
X:Ber(p) E(X)=p DX)=p(1-p) pe(0l)
X:B(n,p) E(X)=np DX)=np(l-—p) neN,pe(0,1)
X:P(A)  EX)=A DX)=A A>0
X:G(p) EX)=,; DX)=3 pe(0,1)
X:Uab) E(X)=2r D(X)= L2 a<b
X:E(N) EX)=1 DX)=+% A>0

X:N(p,o) E(X)=m D(X)=0? c>0




Medijana
P(X < Me) = P(X > Me)

Modus

X diskretna =- Mo je vrednost sa najvecom verovatno¢om.
X neprekidna =- Mo je vrednost za koju gustina dostize maksimum.

Momenti

xKp;, X diskretna

([Nagf:

Obitni: my(X) =E(X") ={ o« '

k J e
Centralni: y(X) = mp(X — E(X)) = E ((X — E(X))).
(Ako postoji.)

—~

x)dx, X neprekidna



Numericke karakteristike dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive

Ocekivanje i disperzija: E(X,Y) = (E(X),E(Y)), D(X,Y) = (D(X),D(Y))
Mesoviti momenti:
¥ Yk y!pij, (X,Y) diskretna

. i
i=1j=1

Ma(X,Y) =E(X*Y") ={ o /
i (f Kyt p(x,y) dy) dx, (X,Y)neprekidna

Kovarijansa: cov(X,Y) = Ei((X : E(X))(Y—E(Y))) =E(XY)—E(X)E(Y)
Koeficijent korelacije:

X—E(X) Y- E(Y)) E(XY)— E(X)E(Y)

pxy = cov (X", Y") = COV( JD(X) ' VDY) ) D(X)D(Y)

Osobine:

1. XiY nezavisne = pxy =0

2. ’pxly‘gl
3. lpxyl=1< Y=aX+babeR,a#0



Regresija
Za diskretnu dvodimenzionalnu slu¢ajnu promenljivu (X Y) deﬁni§emo uslovno matema-
titko otekivanje za X ako je Y =y;: E(X|Y =y;) = le (xilyj) = — le pij

Funkciju y; — E(X|Y = y;) nazivamo regresija X po Y, obelezavamo r (y) Regresija defi-
niSe novu slucajnu promenljivu koju obelezavamo E(X|Y) = r1(Y), ¢ija je raspodela:

E(X]Y): ( EXY=y1) EX|Y=y2) - ).VaiiE(E(XW)):E(X).

P p2
Za neprekidnu dvodimenzionalnu slu¢ajnu promenljivu (X,Y) definiSemo uslovno mate-
(o) 1 oo
maticko ocekivanje za X akoje Y =y: E(X|Y =y) = / x@(x|y)dx = @) / x¢(x,y)dx
Y

Funkciju y — E(X|Y = y) nazivamo regresija X po Y, obelezavamo 71 (y).
Regresija definiSe novu slu¢ajnu promenljivu koju obelezavamo E(X|Y) = r1(Y).
Vazi E(E(X|Y)) = E(X).

PRIMER 48 Nadi regresiju X po Y za primer 42.



GranicCne teoreme

Nejednakost Cebiseva

E(X?

Neka za slu¢ajnu promenljivu X postoji E(X?) i neka je e > 0. Onda P(|X| > ¢) < (82 )
_ .. .. D(X)

Ako za slu¢ajnu promenljivu X postoji D(X), onda za e >0, P(|X — E(X)| >¢) < 2

Primena: Ako X : B(n,p), e >0,onda P(|X —np| >¢) < np(iz—p)

Zakoni velikih brojeva

Ako je Xj,Xj5,... niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom Bernulijevom raspodelom

( 0 1)ig>0,onda
I—-p p

n
lim P <|1 Z Xk —p| > e> =0. (Bernulijev slabi zakon velikih brojeva)
n—oco n =



Za niz slucajnih promenljivih X1, X5, ... kazemo da vazi

n

1 Y (X —E(Xx))| >

* slabi zakon velikih brojeva ako Ve > 0, lim P (
n—00 n =1

n
* jaki zakon velikih brojeva ako P <lgn % Z(Xk —E(Xy)) = O> =1.

Za niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom raspodelom i kona¢nim ocekivanjem vazi
slabi zakon velikih brojeva. (Hin¢in)

Ako postoji konstanta C > 0 tako da za niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X1, X5, ... vazi
D(Xy) < C,k=1,2,..., onda za taj niz vazi slabi zakon velikih brojeva. (Cebisev)

Za niz nezavisnih slucajnih promenljivih X3, X5, ... sa Bernulijevom raspodelom 1 E p 719 )
vazi jaki zakon velikih brojeva: P <{w lim — Z Xi(w }) = 1. (Bernuli, Borel)
n—o00 ]’Z

Za niz nezavisnih, jednako rasporedenih, slucaJmh promenljivih sa kona¢nim ocekivanjem
vazi jaki zakon velikih brojeva. (Kolmogorov)



Normalna raspodela

PRIMER 49 Nadi oCekivanje i varijansu za normalnu raspodelu N (u,0).

X:N(po) & L N(0,1)

g

X 1Y nezavisne i X : N (p1,01), Y : N (o, ) = X =+ Y:/\/’(yl + o, 0% + 022)

PRIMER 50 U jednoj skoli tezina decaka [kg] ima raspodelu: X : N'(50,2.5), a devojéice: Y :
N (45,3). Na sluéajan nacin je odabran deéak i, nezavisno, devojcica. Kolika je verovatnoca
da ¢e decCak imati barem 3 kg vise od devojcice?

Ako nezavisne slu¢ajne promenljive imaju raspodelu X; : N (my,0%),k=1,2,...,n, onda slu-
¢ajna promenljive Y = a1 X1 + ay X + - - - + 4, X, ima normalnu raspodelu N (u,0), gde je
p=aip1+asppr+ -+ agpupicr =ato? +a3o3 + - +a20?.

Ako je Xi,X>, ... niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom Normalnom raspodelom cije
su ocekivanje i disprezija redom E(Xy) = u i D(Xx) = 02, onda za svako x

r Xk—E<f Xk> ¥ Xp—np LY Xep x 2
B W S x| =P & <x|=P|-tr—<x|=[-Lte 2dt=>(x).

P < L < ——e
D(iXk> oV Vi 0 Var
k=1




Centralne grani¢ne teoreme

Ako je X1, X>,... niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom raspodelom c¢ije su ocekiva-
nje i disprezija redom E(X;) = a i D(X;) =s2,0 < s < oo, onda za svako x

n n n
kzl Xk_E<k21Xk> klek—na 1 2
lim P | %= = <x|=tmpP| = < :/7*7&:@ ,
Pt ., e = svn o Nt (%)
(£x) -

kazemo da za Xy, X, ... vaZi centralna grani¢na teorema.

Ako su X1, Xo,... nezavisne, E(Xy) = ay i D(x;) = sk, i 11m rg,?xks" 0, onda vazi CGT.
k=1

2
e -5 dr. (Moavr-Laplas)

Posledica: S :B(n /P = limP| ———
( ) ( ) v

noe np(l—p)

k
Za konacno k, ako je 11m 0 npy = A = const, vazi lim <Z) (1 —p,) k= %e_)‘.

n—o0



PRIMER 51 Kolika je verovatnoca da je broj sestica u 500 bacanja kocke izmedu 80 i 100?

Oznac¢imo X broj Sestica u 500 bacanja.
Onda X : B(500, 1).

100 -
P= % ()0 (" =0ems
k=80

(R: sum(dbinom((80:100),500,1/6)))

000 001 002 003 004 005
I I I I I I

Moavr-Laplasova aproksimacija

80—500% X—5001 100—500% 100—500% 80—5001
< = 6 < 6 | ~ 6 _ 6 —
piso-<x.<200) =P ( Sk <« Yk < D) o () o ()
=P(2) —P(—04)=P(2) -1+ D(04) =
=0.9772 — 1+ 0.6554 = 0.6326

Poasonova aproksimacija, A =n - p =500 - % = 83.33333

100 100 100
P=3 (T)H @™ R L et = L 09 exp(-83.33333) =06202



Statistika

Normalna raspodela N (,0) (Gausova)

Slucajna promenljiva ima Normalnu raspodelu, N (y,0), y,0 € R, 0 > 0 ako
w2 ;1)2
p(x) = Ulﬁe w2, F(x)= U\/ﬁ [foe 22 dt, E(X)=p, D(X)=02

X —
Centriranje normalne raspodele: X : N'(y,0) & X' = Ty : N(0,1), Fy+(x) = ®(x).

Linearna kombinacija normalnih raspodela

Teorema: X i Y nezavisnei X : N (y1,01), Y : N (pp,00) = X+Y: N (yl + po, \/0F + 0'22>

Posledica: Ako nezavisne slucajne promenljive imaju raspodelu Xy : N (g, 0%), k=1,2,...,n,
onda slu¢ajna promenljiva Y = a; X1 + az X5 + -+ an X, ima normalnu raspodelu N (u, o),
gdejeu=arp1+acpo+ - +anpn 0> =a307 +a305 + -+ + a3 0.



x° raspodela (Pirsonova)

Slucajna promenljiva sa hi-kvadrat raspodelom sa n stepeni slobode, Y : X%: ima gustinu:
0, y<0,
oy(y) =4 yrtewe o EX)=n D(X)=2n.
27Ty Y

Ako X ima Normalnu raspodelu, X : V'(0,1) onda Y = X? ima hi-kvadrat raspodelu sa jed-
nim stepenom slobode, Y : x?, primer 40,

) 0, y<0,

Y =9 1 ,y/2

Pyy gt Y > 0.

Na slici desno imamo grafike gustine hi- 7 I
kvadrat raspodele za n = 1,2,3,4 stepeni S 7 — df=2
slobode (n = df = degree of freedom). i e




Teorema: Ako su Y; : X2 i Y> : x2, nezavisne slu¢ajne promenljive, onda Y =Y; + Y2 : X2,

. n/2 1p—(z—y)/2 ym/Zflefy/Z p

| o=y _/ +/ +/ / 2n/2r (n/2)  27/2T(m/2)"

_ S(n4m)/2-1 ,—2/2 / (1 ]/)n/z . <y>m/2 1 1dy: Z(n+m)/2-1 p—2/2
20 m 2T (n/2)T(m/2) Jo 2 z z 7 20m/2T((n+m)/2)°

o 1 1 I'(x)T(y)
>0,y>0, B(x, :/ 1—) g =22
jerjezax>0,y>0,Bxy) = [ (1-1) T

Napomena: Za n = 1 smo radili kao transformaciju, za n =2 imamo & (%)

z>0

Posledica 1: Ako su X1, X»,..., X, nezavisne slu¢ajne promenljive sa normalnom N (0,1)

raspodelom, onda Y = X? + X3 + - -- + X2 ima x? raspodelu.

Posledica 2: Ako su Xl,Xz, .., X, nezavisne slu¢ajne promenljive sa normalnom N (y,0)

raspodelom, onda Y = - ((X1 w2+ (Xo —u)*+ -+ (Xu — p)?) ima x3 raspodelu.



t raspodela (Studentova)

Slucajna promenljiva T : t,, ima Studentovu raspodelu sa n stepeni slobode ako ima gustinu
B I'((n+1)/2)
Vi T(n/2) (14 £2/n)" 1)/

@(t)

1 2 (n1)/2 1
Drugi zapis: ¢(t) = | vV/n B <2,2> (1 + n) . E(T)=0,D(T) =%, n>2.

0.4

Teorema: o
. 5 . — df=6
Ako su X : N(0,1) i Y : x2 nezavisne sl. — @0

— Normal

02

prom, onda T = ima t,, raspodelu.

Bl

0.0




F..» raspodela (FiSerova sa m,n stepeni slobode)

. ) ) _ r((m T n)/z) mm/Znn/Z xm/271
X : Fy,, ima gustinu ¢(x) = (/2 T(1/2) . (£ )72 za x > 0.
2n? -2
X:Fuy = E(X) =" n>2 D(x)=-2mn=2) .,

n—2 m(n—2)2(n—4)"

PRIMER 52 Neka T :t19 1Y : x3. Nadi vrednost za koju je: P(Y < y1) = 0.9,
P(Y > y2) =095, P(T < ;) = 0.95, P(T > t,) = 0.25, P(|T| < t3) = 0.975.

Teorema:
Za X i Y nezavisne slu¢ajne promenljive sa raspodelom X : x2, Y : x2

slu¢ajna promenljiva F = %+ ima FiSerovu F,, ,, raspodelu

SIONEYE

PRIMER 53 Neka F : Fy15. Naci vrednost za koju je P(F > f1) =0.05i P(F < f) = 0.99.



Statistika, osnovni pojmovi

Populacija je skup svih elemenata koje ispitujemo.
Obelezje je numericka karakteristika elementa. Modeliramo ga slu¢ajnom promenljivom.
Uzorak je odabrani deo populacije na kojem ispitujemo realizovanu vrednost obelezja X.

Prost slucajni uzorak je n-dimenzionalna slucajna promenljiva ¢ije komponente su neza-
visne i imaju raspodelu posmatranog obelezja (X1, X5,...,X},).

Uzoracka funkcija raspodele F(x1,xy,...,x,) = F(x1) F(x2) - -+ F(x,)

Realizovane vrednosti slu¢ajnih promenljivih obelezavamo malim slovima X; — x;.
Realizovana vrednost prostog slucajnog uzorka (Xq,Xo,..., X,) — (x1,x2,...,%,)
Statistika je funkcija uzorka. Y = h(Xy,Xp,..., Xy)

Realizovana vrednost statistike je y = h(x1,x2,...,%,)

Kao transformacija slu¢ajnih promenljivih, statistika je slucajna promenljiva.

Raspodela statistike obelezja koje modeliramo se koristi za statistiCko zakljuc¢ivanje.



Vazne statistike uzorka (X;,X>,..., X,) obelezja X

Aritmeticka sredina uzorka

I E(Xu) = E(X), D(X )=.DX)
E; = X:N(uo) = N(%%)ézzw\/ﬁ:/\/(m)
Uzoracka disperzija (varijansa)
Sh= 3[ Y (X — ZXk (82) ==1D(X), S, = /52.
k=1

Y = @ _ (n— 1)52’

X2,
X:N(o) = . £
T:%TVW: ;in/y\/ﬁ:tnfl

} 1 _ } .
Korigovana varijansa 52’ = — Y (Xk— Xu)?, E(S3) =D(X), S’ = /52



Uzoracki momenti

Y 1 &
Za uzorak (Xy,Xp,...,X,) definiSemo momenat reda r kao M, = - Z X,
k=1

. 1 .
centralni momenat reda r: y, = — ) _ (X — X,,)"
n
k=1

Otigledno: X, = My, 52 == M, — M2.
Takode definiSemo koeficijent spljoStenosti (kurtosis) kao ]17421 i

My
koeficijent asimetrije (skewness) kao %
)



Intervalni uzorak

Intervalni uzorak nastaje grupisanjem elemenata pocetnog uzorka u intervale I;.

Ako imamo granice intervala I;, odnosno deobene tacke m;, i = 0,1,...k i broj elemenata
uzorka u intervalu i: frekvencije f;, i =1,2,...k, kaZemo da je to intervalni uzorak.
Delimi¢na rekonstrukcija poc¢etnog uzorka sredinama intervala: smatramo da imamo f; ko-
mada elemenata jednakih x; = (m; + m;_1)/2, sredini i-tog intervala.

Ponekad se anketiranjem podaci prikupljaju u intervalni uzorak.

Formule za racunanje aritmeticke sredine i varijanse intervalnog uzorka sa sredinama
xi,1=1,2,...,kifrekvencijama f;,i=1,2,...,k su:

k = 1& - \2 = = =21 n -
infi, sn:fZ(xi—xn)fi, Sn=\[Sh, S = 5
i=1 i3 n=

Q|-

k
n:Zﬁ, _’}zn:
i=1

PRIMER 54 Anketirani su kupci o vremenu u godinama do prvog kvara na bojleru

I |[01] (1,2] (2,3] (3,5 (510] (10,20]

fil 15 1 7 7 6 4
n=15+114+7+7+6+4=50, x,=(05-15+15-11+---4+15-4)/50=3.49,
52 =((05-349)2-15+---+ (15— 3.49)2 - 4) /50 = 16.2549, 5, = 1/16.2549 = 4.0317.




Za crtanje histograma i poligona dopunili smo tabelu sa Cetiri nove vrste ( fi=fi/hi, pi =
fi/n):
L |01 (1,2] (23] (3,5 (510 (10,20]

fi| 15 11 7 7 6 4
x;i | 0.5 1.5 25 4 7.5 15
h; 1 1 1 2 5 10

fil1s 17 35 12 04
pil 030 022 014 007 0024 0.008

Histogram i poligon

0.30
|

0.25
1

0.15
1

0.05
1

0.00
L




Neka interval (4,b) C R sadrzi sve vrednosti obelezja X. Taj interval delimo tatkama a :=
my < my < --- < my=:bnak podintervala: Iy = [mo,m1], I = (mq,mz],..., Iy = (my_1,mg].
Sirina intervala I; je h; := m; — m;_1, a frekvencija f; je broj elemenata u intervalu I;

Nad svakim od podintervala I;, i € {1,2,...,k} nacrtamo pravougaonik visine f; = i—i, gde je
fi frekvencija, a h; Sirina i-tog intervala. Dobili smo histogram realizovanog uzorka.

Neka je x; sredina intervala I;, i € {1,2,...,k}. Neka je xo tacka na x-osi koja je od 4 manja za
onoliko koliko je x; ve¢a od a i neka je x;,; tacka na x-osi koja je od b veca za onoliko koliko

je xx manja od b. Izlomljenu linija koja polazi od xy, prolazi kroz tacke (x;, %) i zavrSava u
. . . . t
tacki xj 1 nazivamo poligonom realizovanog uzorka.



Tabelarni uzorak

Za diskretno obelezje uzorak se moze zadati tabelom u kojoj se navode vrednosti oblezja i
frekvencije pojavljivanja u uzorku.

Formule za racunanje aritmeticke sredine i standardne devijacije tabelarnog uzorka
sa vrednostima x;, i = 1,2,...,k i frekvencijama f;, 1 =1,2,...,k su:

k

k k
- 1 o 1 _ ~ no_
n=3 fi, Xn=;inﬂ, Si=—Y (xi— %) fi, 5= _1s§.
i=1 i=1

n= n

%1 2 3 4 5 6
fi|15 17 18 21 15 14

PRIMER 55 Kockica je bacena 100 puta. Rezultati bacanja:
Izrac¢unati uzoracku srednju vrednost i varijansu.
n=15+174+18 421+ 15+ 14 =100,

Tp=(1-15+2-174---+6-14) /100 = 3.46,
So=((1-346)°-15+(2-346)*-17+--- + (6 — 3.46)* - 14) /100 = 2.6284



Stubicasti dijagram i pita

PRIMER 56 Nacrtati stubicasti dijagram za uzorak iz prethodnog zadatka:

frekvencija

20

15

10

x|1 2 3 4 5 6
fi |15 17 18 21 15 14

Stubicasti dijagram

1 2 3 4

broj na kockici




Primer: Sadrzaj Parlamenta Srbije pre raspustanja 2023.

SNS SPS Manjine SSP Nada Moramo Dveri Zavetnici

120 31 13 38 15 13 10

Parlament Srbije 2023

SNS

Zavetnici

SPS
Dveri

Moramo
Manijine
Nada

SSP



Primer: Sadrzaj Parlamenta Srbije posle izbora 2023.

SNS SPS Manjine SPN Nada Mi
129 18 12 65 13 13

Parlament Srbije 2024

SNS

MI
SPS
Nada

Manijine

SPN



Modus uzorka

Modus je ona vrednost obelezja X kojoj odgovara najveca frekvencija. Ako je uzorak inter-
valni sa intervalima iste veli¢ine, onda se modus nalazi na slede¢i nac¢in Mo = mg_1 +d m + >
gde je I; = (my_1,m;) interval sa najve¢om frekvencijom (modalni interval), d je duzina in-
tervala, r; = f; — fs_1 je razlika najvece frekvenije i frekvencije iz intervala koji prethodi
modalnom, r; = f; — fs41 je razlika najvece frekvencije i frekvencije iz intervala posle mo-
dalnog.

Medijana uzorka

Medijana Me je sredina uzorka, odnosno to je ona vrednost realizovanog uzorka za koju
vazi P(X < Me) = P(X > Me). Ako je uzorak neopadaju¢i medijana se izracunava: Me =
Xu1, 2a 11 NEparno, odnosno ;(xn + X(141)) za n parno.

Ako je uzorak intervalni velicine n onda se medijana racuna Me = m;_; + hl f L gde je

I; = (m;_q,m;) medijalni interval, h; = m; — m;_4 $irina medijalnog intervala, k; | = Zi;l ;
kumulativna frekvencija intervala I;_; koji prethodi medijalnom intervalu I, f; frekvencija
medijalnog intervala. Medijalni interval I; je interval sa najmanjom kumulativhom frekven-
cijom ve¢om od 7.



Uzoracka funkcija raspodele

Uzoracka (empirijska) funkcija raspodele F; obelezja X je funkcija definisana za svako x

na sledeéi nacin: N
X
Fi(x)=—
n

gde je N, broj elemenata uzorka koji su manji ili jednaki od x, a n je obim realizovanog
uzorka. Realizovana empirijska funkcija raspodele f,; je data sa

(%)

gde je n, realizovana vrednost promenljive N, na uzorku (xi,x2,...,%,).

Kvantili (percentili)

Za slucajnu pormenljivu X

p-ti kvantil je vrednost x za koju je F(x) = p. (za percentil p/100)

Vrednost x za koju je F(x) = P(X < x) = k/4 zovemo k-ti kvartil, Qy, k =1,2,3.

Za X:N(0,1) uR-u gnorm(.25) daje prvi kvartil. pnorm (x) daje funkciju F(x) = ®(x).



Za uzorak obelezja X
Ako je (x1,x2,...,%,) sortiran uzorak, g = (n — 1) p +1im = | g], p-ti kvantil je:

X(p) = Xm + (9 —m) (Xmy1 — Xm)- X(x/4) j& k-ti kvartil, k =1,2,3. Me = x(1 ).
Inter-kvartilni razmak (IQR)

Mera rasutosti uzorka IQR = Q3 — Q4, gde su Q3 i Q7 redom tredi i prvi kvartil.

Q-Q plot

Crtaju se tacke u ravni. Apscise se uzimaju iz realizovane vrednosti uzorka, ordinate su
kvantili iz pretpostavljene raspodele. Dobijeni skup tacaka treba da daje pravu liniju ako se
raspodele slazu.

Pri crtanju se moze povudi linija kvantila raspodele. U R-u: ggnorm i ggline.
Box plot

Box plot je kutija (pravougaonik) sa telom od prvog do tre¢eg kvartila, linijom preko medi-
jane i brkovima na Q; — 1.5 IQR i Q3 + 1.5 IQR ili minimumu i maksimumu uzorka.



Tackaste ocene parametara

Raspodela obelezja zavisi od (nepoznatog) parametra 6, kojeg ocenjujemo pomocu (reali-
zovane vrednosti) uzorka.

Ocenjivac neke funkcije parametra 7(0) je statistika U = u(Xy, Xa, ..., X;) Cija realizovana
vrednost (ocena) u(x1,xz,...,xy,) je bliska 7(8).

Ocenjivac U je postojan za 7(6) ako li_r>n P(|t(0) — u(Xy,Xa,...,Xn)| >¢€)=0zasvee>0.
n—oo
Ocenjivac U je centriran za 7(0) ako E(u(Xy,Xy,...,X,)) = 7(6), a asimptotski centriran
ako lgn E(u(Xy,Xz,...,Xn)) = 7(0).
n—oo

PRIMER 57 Ispitati postojanost ocenjivaca X,, za u, obelezja X : N'(u,0).

Aritmetic¢ka sredina uzorka X, je centriran i postojan ocenjiva¢ parametra jednakog mate-
matickom ocekivanju obelezja.

PRIMER 58 Nadi centrirani ocenjiva¢ parametra jednakog disperziji obelezZja.

Srednja kvadratna greska ocenjivata U za t(0) je E((U — 7(0))?) = D(U) + ((E(U) — 7(0))?
Ako su U i Uy centrirani ocenjivaci za 7(0) i D(U;) < D(U,), kaZzemo da je ocenjivac U
efikasniji od U,. Za obeleZje i parametar postoji najbolja disperzija 03 koja se moZe postiéi.



Metod momenata

Ocene parametara dobijamo iz jednacina u kojima izjednacavamo uzoracke momenta sa
momentima obelezja.

PRIMER 59 Metodom momenata naci ocene parametara y i o obeleZja X : N'(u,0).

Metod maksimalne verodostojnosti

Za ocenu parametra 6 od koga zavisi gustina raspodele ¢(x,6) ili zakon raspodele p; =
p(x;,0) uzima se vrednost = 6(xq,x2,...,x,) za koju se ostvaruje maksimum (ako postoji)
funkcije verodostojnosti koja se za realizovanu vrednost uzorka (x1,xy,...,%,) racuna:

_ | @(x1,0) 9(x2,0) ... ¢(x4,0), neprekidno
L=L{x 2o, 0) = { p(x1,0) p(x2,0) ... p(xy,0), diskretno obelezje

PRIMER 60 Nadéi ocenu maksimalne verodostojnosti parametara y i0? za X : N'(u,0).

PRIMER 61 Nadi ocenu maksimalne verodostojnosti parametra A obeleZja X : P(\), ispitati
njenu centriranost i postojanost.



Intervali poverenja
Za obelezje X raspodele F(x,0), sa uzorkom (X1,Xy,...,Xy), ako su Uy = uq (X1, Xa,..., Xn)

iUy =uy(Xy,Xo,..., X,) statistike za koje vazi P(U; < 6 < U,) = B, gde je f unapred zadat
nivo poverenja, onda je (U, U,) interval poverenja Sirine .

Za ocekivanje 1. obelezja X : N'(u,0), o poznato

Ako X : N'(pu,0) onda X, : N'(u,0/+/n), odnosno, onda Z = X" —H Vi N(0,1).
Oznadimo sa zg vrednost za koju je P (|Z| <zg) =p. (zﬁ =d- (Hﬁ) je Hﬂ kvantll)

Onda je Uy = X, Izraz —= nazivamo standardna greska.

o _
—zg—=, b =X, +z
bV RNV

Za ocekivanje ;. obelezja X : N'(y,0), o nepoznato

Ako X : N(pu,0) onda T = X"S__y\/n— = Xng/_y\/ﬁ:tn_l.

n



Oznadimo sa tg vrednost za koju je P (|T| < tg). (tg je (14 B)/2 kvantil raspodele t,_;.)

v s i -

. Standardna greska je .

n—1 & ) n—1 «/n
PRIMER 62 Naéi 90% interval poverenja za srednju vrednost m obelezja sa normalnom
N (u,0) raspodelom

Ondaje U; = X =X, +tg

(a) Ako je poznato o =3, (b) ako je o nepoznato,
za uzorak (17.3,12.9,10.4,11.9,9.9,8.9,9.9,6.3,12.9,9.4).

(n =10, x, =10.98, 5, = 2.973139, zp9 = 1.645, tp9 = 1.833)

>x<-c¢(17.3,12.9,10.4, 11.9,9.9, 8.9, 9.9, 6.3, 12.9, 9.4)

> n<—10; xn< —mean(x); sn< —sd(x); z< —qnorm(.95); t<—qt(.95,9);
> xn—z+3/sqrt(10)

[1] 9.419555

> xn+z+*3/sqrt(10)

[1] 12.54045

> xn—txsn/sqrt(10)

[1] 9.256527

> xn+txsn/sqrt(10)

[1] 12.70347




Za disperziju o2 obelezja X : N (u,0)
nS2
72” 37(%—1-

Neka su y(1_g)/2 i ¥(14p)/2 redom (1 — B)/21i (1 + B)/2 kvantili X>_, raspodele, odnosno,
P(ya—py2 <Y <Yaip)2) = B-

=2 52 &2 o2
Onda P LS” <o’ < e = 5, odnosno, P ﬂ <or< & =
Ya+p)/2 Ya-py/2 Ya+p)/2 Ya-pyr2

Ako X : N (p,0) onda Y =

PRIMER 63 Nadi 90% interval poverenja za nepoznatu varijansu obeleZja iz primera 62.

> y0< —qchisq(.05,9); y1<—qchisq(.95,9); # nastavak iz primera 48
> 9xsn " 2/y1l

[1] 4.702175

> 9xsn " 2/y0

[1] 23.9258

Za nepoznatu verovatnocu p

0

Ako obelezje ima Bernulijevu raspodelu: X : ( 1—p

), nadi interval poverenja za p.




K—np
np(1=p)

2
K—mnp K—np 2
5zp<‘ <z>:p () <2 -
Vapa—p)| " np(l-p)) F
:P((nz—i—z%n)p2 + (—2Kn —z%n)p—i—K2 < O) =P(U; <p<l),

gde su Uj , reSenja kvadratne jednacine.

Moavr-Laplasova teorema: za K =) X, — Z:N(0,1). Za zp = o (#)

vazi

PRIMER 64 U filmu I-origin radi se test: 25 puta se postavlja pitanje sa istom verovatno-
¢om ta¢nog odgovora. Kandidat 11 puta odgovara tacno. Nac¢i 90% interval poverenja za
nepoznatu verovatnoc¢u tacnog odgovora.

> n<—25; K<—11; z<—gnorm(.95);

>a<—-n"24+z"2xn; b<——2xKxn—z" 2+n; c<—K"2; d<—b " 2—4+axc;
> x1<—(—b—sqrt(d))/2/a; x2<—(—b+sqrt(d))/2/a;

> x1

[1] 0.2906299

> x2

[1] 0.6010886




Testiranje hipoteza

Statisticki testovi

Usvojena Hy Usvojena H;
Hipoteza Hj protiv H; Tacna H OK Greska I vrste
Tacna H; | Greska II vrste OK

Parametarske hipoteze
* Zadaje se prag znacajnosti « (recimo a« = 5% = 0.05)
* Bira se parametar raspodele obelezja (6).
* Nalazi se statistika koja je ocenjiva¢ parametra § = h(X, ..., X,).

* Nalazi se kriticna oblast C (koja daje nedozvoljene vrednosti) parametra, takva da je
Py, (0 =h(Xy,...,Xn) €C) =ua.

* Racuna se realizovana vrednost statistike uzorka 6 = h(xy,x,...,x,) i ako 6 € C, od-
bacujemo Hy (i usvajamo Hy).



Ho(p = no) protiv Hy (i # o) za X : N'(p,0), o poznato

Koristimo interval poverenja za nepoznato ocekivanje m obelezja sa normalnom raspode-
lom, ¢ poznato, $irine § =1 — a. (X*: N'(0,1))

1o € R\ (azn Fzp %) & z:= 'x%,”“‘\/ﬁ >zp < a* = Py, (\X*\ > L”;”"‘ \/ﬁ> <
Ho(u = po) protiv Hy (1 # uo) za X : N'(u,0), o nepoznato

Koristimo interval poverenja za nepoznato ocekivanje m obelezja sa normalnom raspode-
lom, ¢ nepoznato, Sirine f =1 —w. (T : t,_1)

yoe]R\(xn¢tﬁ%) & ti= ool s by o 0= Py, (\T\ > "‘%O'\/ﬁ) <
PRIMER 65 Testirati hipotezu Hy (i = 13) za uzorak iz zadatka 62.

PRIMER 66 Testirati hipotezu Hy(p = 1/3) za uzorak iz zadatka 64.



Ho(0? = 03) protiv H (0% # 03) za X : N'(p,0)

Koristimo B = 1 — & interval poverenja za nepoznatu varijansu ¢ obeleZja sa normalnom

raspodelom.

a2 2
ns ns
n < 0_2 < n

Ya+p)/2 0 Ya-p)/2

< Hp ne odbacujemo

Jednostrani testovi

Alternativna hipoteza je Hy(p < po) ili Hy (¢ > po)

Koristimo jednostrane intervale poverenja sa z; = ®~!() umesto zp = P! (#)

a2
Sn

Za varijansu Hy (02 > 0’5) koristimo jednostrani interval poverenja (0, ), gde je y1_¢

kvantil koji odgovara a« =1 — f3 za Xifl'

PRIMER 67 Za uzorak iz zadatka 62 testirati hipotezu Hy(c? = 25) protiv Hy (¢ > 25).

> 9«xsn " 2/y0; # nastavak iz primera 59 i 60
[1] 23.9258  # odbacujemo hipotezu




Testiranje jednakosti srednjih vrednosti dva uzorka

Ho(u1 = pp) protiv Hy (11 # u2), 01, 02 poznato, obelezja sa N (y1,01) i N'(y2,02) raspo-

delama

X1 — X
o2 o2
Tt

Koristimo statistiku Z := koja ima N (0,1) raspodelu

Ho(p1 = p2) protiv Hy(p1 # p2) (T-test)

Xl —Xz— (#1 —}lz)

Koristimo statistiku T := , koja priblizno ima t, raspodelu,

/! =2/
S
ny np
2 2 2
gde se za v uzima procena Welcha: v =

2 2.
L (& 2
1 +L 2
np =1\ nq np—11\ ny



PRIMER 68 Testirati jednakost srednjih vrednosti obelezja 9.81, 9.83, 10.43, 11.13, 9.70,
9.59, 10.88, 10.97, 9.35, 9.34, 9.41, 9.95 i obelezja 9.85, 9.30, 9.08, 8.07, 9.22, 9.55, 7.88,
7.84, 8.50, 11.95, 10.92, 9.78 sa Normalnim raspordelama.

> t.test (c(9.81, 9.83, 10.43, 11.13, 9.70, 9.59, 10.88, 10.97, 9.35, 9.34, 9.41, 9.95),
c( 9.85, 9.30, 9.08, 8.07, 9.22, 9.55, 7.88, 7.84, 8.50, 11.95, 10.92, 9.78))

Welch Two Sample t—test

t = 1.7536, df = 16.766, p—value = 0.09776

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0

95 percent confidence interval :
—0.1439427 1.5522760

sample estimates:

mean of x mean of y

10.032500 9.328333

Razlika srednjih vrednosti je 10.032500 — 9.328333 = 0.704167.

Vrednost 0 pripada intervalu poverenja Sirine 95% oko razlike (—0.1439427,1.5522760).
Welchova ocena je v = 16.76, p-vrednost je a* = 0.09776 > 0.05.

Realizovana vrednost statistike je t = 1.7536 < tg. 975,16 = 2.120.

Zakljucak: Sa pragom znacajnosti « = 0.05 ne odbacujemo Nultu hipotezu o jednakosti
srednjih vrednosti.




T-test parova

Koristi se kad imamo dva obeleZja sa uparenim vrednostima ("pre" i "posle™): x1,xp,...,x, i
]/1,]/2, .. -/]/n-

Nalazimo #; = x1 — y1,t2 = X2 — Y2,...,tn = Xy — Yy, 1 testiramo Hy(u = 0) protiv Hy (u # 0)
ili H1(p < 0) ili Hy(p > 0), sa 0 nepoznato za uzorak ty,t,...,t,

PRIMER 69 Testirati hipotezu o jednakosti srednjih vrednosti obeleZja sa normalnom ras-
podelom pre i posle tretmana.

pre‘9.81 9.83 1043 11.13 9.70 9.59 10.88 10.97 9.35 934 941 9.95

posle‘9.85 9.30 9.08 8.07 922 955 7.88 7.84 850 1195 1092 9.78

> t.test (c(9.81, 9.83, 10.43, 11.13, 9.70, 9.59, 10.88, 10.97, 9.35, 9.34, 9.41, 9.95),
c( 9.85, 9.30, 9.08, 8.07, 9.22, 9.55, 7.88, 7.84, 8.50, 11.95, 10.92, 9.78),
paired = T)
Paired t—test
t = 1.3796, df = 11, p—value = 0.1951
alternative hypothesis: true mean difference is not equal to 0
95 percent confidence interval: —0.4192785 1.8276118

Ne odbacujemo hipotezu o jednakosti srednjih vrednosti sa pragom znacajnosti & = 0.05.



Testiranje jednakosti proporcija dva uzorka

PRIMER 70 Da li veruju u zagrobni zivot? Pitali su 684 Zena, 550 odgovorilo sa DA i 563
muskarca, 425 odgovorilo sa DA. Testirati hipotezu da su proporcije jednake.

Hy(p1 = p2) protiv Hi(p1 # p2)

Neka broj pozitivnih odgovora zena ima Xj : B(ny,p1) a muskaraca X, : B(na, p2).

Neka p = 215X 5 — X1 45 X2 , onda statistika Z = P L ,
P= s> P11 ”1 2= VP —p 1/n1+1/nz)
ako je ta¢na Nulta hipoteza, ima priblizno Normalnu N (0,1) raspodelu & 72 x5

> prop.test(c(550, 425), ¢(684, 563), correct=F)
2—sample test for equality of proportions without continuity correction
data: ¢(550, 425) out of ¢(684, 563)
X—squared = 4.3848, df = 1, p—value = 0.03626
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval :
0.002870906 0.095547134
sample estimates:
propl prop 2
0.8040936 0.7548845

Odbacujemo Nultu hipotezu o jednakosti proporcija sa pragom znacajnosti « = 0.05.




Neparametarski testovi Hy(F(x) = Fy(x)) protiv Hy(F(x) # Fy(x))
x> test

Uzorak se grupise u intervale [;, sa deobenim tackama m;, i =0,1,...k i brojem elemenata
uzorka u intervalu i jednak f;, i =1,2,...k. (Treba f; > 5.)

Moze se pokazati da se za dovoljno veliki obim uzorka n, raspodela statistike
k ;— )2 . .
Y=Y %, gde je p;=P(m;_1 < X <m;), f; realizovana vrednost F,,
i=1
moze aproksimirati x7 , raspodelom. Ako se ocenjuje s parametara, onda x7 , ..

Ako realizovana vrednost statistike y > y;_,, gde je y1_, kvantil x? raspodele sa k — 1 — s
stepeni slobode, s = broj ocenjivanih parametara, odbacujemo nultu hoipotezu Hj.

PRIMER 71 U Mendelovim eksperimentima ukrsteni pasulji su dali 315 okruglih zZutih, 108
okruglih zelenih, 101 naboranih Zutih i 32 naborana zelena zrna. Po njegovoj teoriji, njihov
odnos bi trebao biti 9:3:3:1. Da li je njegova teorija ispravna? Kolika je p-vrednost?

> chisgq. test (¢(315,108,101,32),p=¢(9,3,3,1)/16)
Chi—squared test for given probabilities
X—squared = 0.47002, df = 3, p—value = 0.9254

Ne odbacujemo nultu hipotezu. P-vrednost je velika!




Tabela kontigencije

x2-test nezavisnosti obeleZja. ObeleZje X uzima m moguéih vrednosti, Y uzima n vrednosti.

Formira se tabela m X n verovatnoca p;; izracunatih preko marginalnih verovatnoc¢a p;; =

pi. p.j> koje se dobijaju koriste¢i marginalne frekvencije.

F:.— Np:.p.:)?
Statistika Y =) _ (i) pi-p)
i;  Npip;

ima priblizno x? raspodelu sa (m — 1) (n — 1) st. sl.

PRIMER 72 U tabeli su dati brojevi studenata koji su polozili i pali kolokvijum kod tri asi-
stenta. Testirati hipotezu da su procenti poloZenih nezavisni od asistenta.

X|Y | Z
pali 50| 47 | 56 | 153
polozili | 5 | 14| 8 | 27
ukupno | 55 | 61 | 64

> chisq. test (matrix(c(50,5,47,14,56,8), ncol = 3)))

Pearson Chi—squared test

X—squared = 4.8444, df = 2, p—value = 0.08873

Ne odbacujemo nultu hipotezu o nezavisnosti obelezja sa pragom znacajnosti « = 0.05.



Test Kolmogorov-Smirnov

Primenjujemo ga za poznatu neprekidnu raspodelu
Statistika koju koristimo je

D, =sup |F;(x) — F(x)|, vazi P(vV/nD, <A) — D(A), zan — oo, gdeje
X

D(A) funkcija raspodele Kolmogorov-Smirnov ¢iji kvantili su Aggs = 1.36 i Agg9 = 1.63.

PRIMER 73 Za 100 brojeva generisanih pseudo-slucajnim generatorom u intervalu (0,1)
testirati da li su uniformno rasporedeni testom Kolmogorov-Smirnov sa pragom znacajnosti
« = 0.05. Ponoviti testiranje 5000 puta. Proveriti u kojem procentu slucajeva hipoteza biva
odbacena.

set.seed(12345); n<—5000; s< —numeric(n);
for(k in 1:n){s[k]<—ks.test(runif(100), punif)$p.value};
sum(s<.05)/n

0.0436




Regresija

Za slucajne promenljive X i Y definiSemo kovarijansu:
cov (X, Y) = E((X — E(X)) (Y — E(Y))) = E(XY) — E(X) E(Y)
i koeficijent korelacije:

X—EX) Y- E(Y)) E(XY) — E(X)E(Y)

pxy = cov (X", Y") = C°V< J/DX) ' J/DOY) ) D(X)D(Y)

Osobine:
1. cov(X,X)=:D(X) = var(X)

2. X 1Y nezavisne = pxy = cov(X,Y) =0

w

. |pX,Y‘§1: |pX,y]:1@Y:aXer,a,bE]R,a#O

m n m n
4. cov(L X;, YY) =X ¥ cov(X;Y))
=1 j=1 i=1j=1

n n n

5. var(y X;) = ¥ ¥ cov(X; X;) =
i=1 i=1j=1 i

It

var(X;)+2 Y cov(X; X))

1<i<j<n



6. pxy = pPx,y,> gde su X3 =a +bX iY; =c+dY, za pozitivne konstante a,b,c,d.

Ako posmatramo dvodimenzionalni uzorak (Xi,Y1),(X2,Y2),...,(Xy, Yy,), odnosno, za rea-
lizovanu vrednost (x1,y1),(x2,¥2),-.., (%4, ¥x), definiSemo uzoracki koeficijent korelacije:

1” 1 &

—7 2% = %) (yi = Tn)

i=1

¢ —Wz S T A
‘: i=1 i=1

1 o
_xn)( sziyi_xnyn
i=1

n 1 n 1 n
xi— %)% [ 3 (Wi OB Ry D IRl
i=1 i3 ni3

UR-u cov (x,y) = —7. i —n), cor (x,y) = cov (x,y) /sd (x) / sd (y)

v =




Linearna regresija najmanjih kvadrata

Za n parova tacaka (x1,v1),(x2,Y2),..., (Xn,¥n), trazimo vezu izmedu x i y u obliku prave
linije y = a + bx.
n
Trazimo vrednosti 4 i b za koje funkcija g(a,b) = Y (y; — (a + bx;))? ostvaruje minimum.
i=1
Funkcija g je konveksna i minimum je stacionarna tacka:

ag—22(yl (a+bx;)) (—1) =0, 3%;zzé(yi—(aerxi))(—xi):O.

i(xi 5 (i — )

Resavanje ovog sistema po a i b daje: b = =

w »n
x‘<

|
-
||

(I)‘U)
==~

=iJn — bXy,

- 2
Z(xi — %)
i=1
gde su s, is, standardne devijacije uzorka x iy, a s/ i s’y korigovane standardne devijacije.
Za tako izracunate a i b funkciju § = a + bx zovemo prava najmanjih kvadrata. Vrednosti
7; = a + bx; su predikcije. Vazi §j, = ij,. Prava najmanjih kvadrata prolazi kroz (%,,7,).

Sxy

n n
88x = Z(xi—fn)z 88y = Z(yz y'n)z, Sxy = Y (xi = %) (Yi —Fn), = 1= \/s?yissy b:séj'

i=1 i=1




Sa tim oznakama imamo: sy, = r /sy /55, takode: b =r ~ Ty v

85y \/sTx
Moze se pokazati: 4;1(%' — )= 4;1((}/1' —9i) + (9 —9n))* = ,;1(%' —9i)*+ ;1(?1 — )’
Takode: Z (9; —9n)? = i (a+bx; — (a+bx,))* =b> i (x; — Xn)? = b?ssy = rssy,.
i=1 i=1 i=1

Odatle: 12 — E (5i=m)? _ T i=1(?"*y_”)z __varijansa predikcija y

- T T , odnosno, 7> - 100% je pro-
):(yz e L Z (yi—g.)? _ varijansa realizovanih y

i=1

cenat varijanse objasnjene pravom linijom najmanjih kvadrata.
Vrednosti €; = y; — 1J; zovemo reziduali. Rezidual plot je skup tacaka (x;,€;).

PRIMER 74 Napraviti scatter plot, linearni model, naéi koeficijent korelacije, napraviti re-

zidual plot i nadi procenat varijacije koji se objasnjava linearnim modelom za uzorak:
5‘15 13 20 23 11 215 12 23 23 19 19 19 218 17 20 17 20 16 11 12

f‘8 8§ 16 14 7 155 8 21 155 16 45 13 135 12 16 8 15 8 7 6

Analiza varijanse ANOVA (jednofaktorska)

HO(ml =my=--= mG); Hl(zli/j/mi 7& m])



Poljoprivredni proizvoda¢ Zeli da testira kva-  Seme | Prinos

litet Cetiri vrste semena soje: A, B, C, Diu A 46,43,43,46,44,42

tom cilju je odabrao 30 parcela iste povrSine B 51,58,62,49,53,51,50,59
koje imaju slican kvalitet zemljista, drenazu i C 37,39,41,38,39,37,42,36,40
izloZenost suncu. Dobijeni su sledeéi prinosi: D 42,43,42,45,47,50,48

PRIMER 75 Metodom analize varijanse ispitati da li postoje razlike u prose¢nim prinosima
soje kod semena A, B, C, D sa nivoom znacajnosti « = 0.05.

> read.csv("prinosi.csv")->prinosi
> boxplot (prinos ~ seme, data = prinosi)
> summary (prinosi)
prinos seme
Min. :36.00 A:6
1st Qu.:41.25 B:8
Median :43.50 C:9
D:7

Mean :45.43
3rd Qu.:49.75
Max. :62.00

> prinostab<-lm(prinos~seme,data=prinosi)



Analiza varijanse FiSerovom statistikom

Grupa Merenje Grupna sredina

1Y Yo - Yy Yy

21 Yy Yo o Yo, Yo

G|Ye1 Yoo --- YGng YG.

_ G g G _
Yo =g + €gp, gdejemg =E(Yg), Y.=1Y ¥ Ya=1 Y niY,
g=1k=1 g=1
G g _ _ G _ _
Treatment: SSTR = Zlkzl(Yg. -Y.)?= 21 ne(Ye —Y.)?
§=1k= 8=

G g _ G g _
Error: SSE= Y, ¥ (Yo — Y5.)%, Total: SST= Y. ). (Yo — Y.)?

§=1k=1 g=1k=1
—n/ ng _ G B
SST =SSTR+SSE, 5% = %k;(ygk —-Y, )%, SSE= g;l(ng 1
- c =)
=0/ —n/ —y Z No — 1 S_2
(”1—1)5%+(n2—1)5§+-~-+(nG_1)5é_g:1(3 )Sg SSE

(m—-1)+m—-1)++(ng—1) N n—G - n—G



Neka su Y, k=1,2,...,ng, ¢ = 1,2,...,G nezavisne slucajne promenljive sa istim ocekiva-

G
njem u grupi: E(Ygi) = my i istom varijansom D (Ygx) = o?inekam= Y ngmgy/n.
g=1

. o SSTR\  , 1 & 2. SSE\ _ »
MozesedokazaudaJeE(G_l)—U +G_gz;1”g(mg_m) 1E<n_G>_U'

Takode vazi: Ako su Yoks k=1,2,...,ng, § =1,2,...,G nezavisne slucajne promenljive sa
normalnom raspodelom Yy :N(mg,0),k=1,2,...,n,,§=1,2,...,G, onda

1. SSE i SSTR su nezavisne
2. SSE/¢? ima x2_ raspodelu
3. Ako my =my = -+ =mg, onda SSTR/0? ima x2_, raspodelu

Odatle sledi: ako MSTR = % i MSE = %, statistika F = AI/\IASST; ima Fs_1,_¢ raspodelu

> anova (prinostab)
Analysis of Variance Table
Response: prinos

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
seme 3 1015.51 338.50 32.614 5.781e-09 *x*x*
Residuals 26 269.86 10.38



Jednostavni linearni model

Za uzorak (x1,y1),...,(xn,yx) linearna regresija najmanjih kvadrata je y = a + bx.
Neka su vrednosti y; realizovane vrednosti Y;, posmatramo parove (x1,Y1),..., (X, Yy).
Jednostavni linearni model (JLM) pretpostavlja:

e ZanekewiBvazi E(Yj|x;)) =a+Bxi=:p;i=1,...,n
* Reziduali €; :=Y; — y; su nezavisne slucajne promenljive sa raspodelom N (0,c).

Posledica je da su Y; : N (u;,0), i = 1,...,n nezavisne slu¢ajne promenljive.

Ocena metodom maksimalne verodostojnosti za B, &, 0> daje redom ocenjivace:
B= 72(’55)_(;;”, i=Y—-Bx, 02=1v(v,—YV)? gdejeYi=a+px, Y=1yY,.
Vidimo da realizovane vrednosti ocena 3 i & odgovaraju formulama najmanjih kvadrata.

Ako (x1,Y1),...,(x,Y,) zadovoljavaju pretpostavke JLM, onda

* B, &, Y su nezavisne,

e n0?/0? ima x? raspodelu sa n — 2 stepeni slobode,



il i :f,\ - 5 i — Y;)7, TZV. ij Z. .
Koristimo centriranu ocenu S? = 562 = _L- y°(Y; — Y;)?, tzv. varijansa reziduala

e Bi& imaju normalnu raspodelu,

* E(B)=p E@)=u,
e Var (B) = 0?/ssy,
* Var (&) =02 (1/n+ x2/ssy).

N N

.o, B-B . _ B-B . o /a2
Posled1ce.Z—U/ SS}C./\/(O,l), T_S/\/E't”_z’ gde je S =+/S2.

Uvodimo i oznaku SE(f) = S/ /55, tzv. standardna greska ocenjivaca j.

e

Uobicajeno je testiranje hipoteze Hy(p = 0) — Hy(p # 0) koriste¢i T = SE) ttyo.
Interval poverenja za f $irine (1 — a) - 100% je (B +gSE(B)), P(|T| >q) =a.

PRIMER 76 Na takmicenju u klizanju izvodi se dvominutni obavezni program i ¢etvoromi-
nutni slobodni program. U fajlu Skating2010. csv su bodovi za 24 klizaca sa Olimpijade
2010.

Da li postoji i kako glasi zavisnost izmedu dobijenih ocena?



read.csv ("Skating2010.csv") —-> Skating2010
skate.lm <- Im(Free ~ Short, data=Skating2010)
summary (skate.1lm)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-23.314 -6.780 0.710 6.407 21.205

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 7.9691 18.1175 0.440 0.664
Short 1.7347 0.2424 7.157 3.56e-07 *x=*

Signif. codes: 0 ‘Yxxx’ 0.001 ‘x%x’ 0.01 ‘%’ 0.05 .7 0.1 7" 1

Residual standard error: 11.36 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6995,Adjusted R-squared: 0.6859
F-statistic: 51.22 on 1 and 22 DF, p-value: 3.562e-07

Postoji linearna veza izmedu Free i Short programa (p? = 0.6995, p = 0.8364). Odbacena je
Hy(B =0), p-value = a* =3.562e-07. Formula: Free = 7.9691 + 1.7347 Short.



Statisticko zakljucivanje za predikcije
Ocekivanje predikcije

Neka (x1,Y1),...,(xn,Yy) zadovoljavaju pretpostavke Jednostavnog linearnog modela. Slu-
¢ajnu promenlﬂvu Ys = « + Bx; nazivamo predikcija za x;. Ocenjiva¢ ocekivane vrednosti
predikcije E(Y;) za dato x; je Ys = & + Bxs. Onda

= %ZYZ- je slucajna promenljiva sa Normalnom raspodelom.
E(Y)=a+Bx.
Var (Y) = ¢?/n.
Y; ima normalnu raspodelu.
. Y; je centrirani ocenjiva¢ za otekivanu vrednost predikcije: E(Ys) = E(Ys).

. Var (Ys) =02 [1/n+ (x5 — X)?/ssy)].

Y I S

Y, — E(Ys)
S\/1/n+ (xs — %)2/ssy)

dentovu raspodelu sa n — 2 stepeni slobode.

Posledica: T = , gde je S standardna greska reziduala, ima Stu-




Za dato x;, interval poverenja Sirine 1 — 7y za E(Y;) je
(Ys + f177/2;n72 SAE(YS)) ’

gde je t1_ /2, kvantil 1 — /2 Stundetove raspodele sa n — 2 stepeni slobode i gde je
SE(Y;) =S+/1/n+ (xs — X)2/ss,) standardna gre$ka ocenjivata Y.

Pojedinacna predikcija

Varijansa greSke pojedinacne predikcije Y = a + B x je
. . 1 —x)?
Var (Y — Y) = Var (Y) + Var (Y) = ¢° + o2 [ + (xsx)] :

Za dato x = x;, interval poverenja Sirine 1 — -y predikcije Y; = « + S x; je
(Ys £t /20-2SE(Ys)),

gde je t1_, /2, kvantil 1 — /2 Studentove raspodele sa n — 2 stepeni slobode i gde je
SE(Ys) =S+/1+1/n+ (xs — %)2/ss,) standardna gre$ka predikcije Y;.




Multipla regresija

U linearnoj regresiji najmanjih kvadrata smo za parove tacaka (x;,y;),i =1,...,n trazili a i

b koje za linearnu zavisnost y = a + bx daju minimalnu sumu kvadrata reziduala.

Moguce je pronaci i koeficijente zavisnosti y od parametara x1,...,x, u formuli
y=a-+byx;+- -+ bpxp.

MoZe i za viSe zavisnih promenljivih y; = a; + b;1x1 + -+ + b; pxp, i = 1,...,n. Koeficijenti se

najlakse nalaze matri¢nim racunom. Mi koristimo funkcije ugradene u R.

PRIMER 77 Nadi model multiple regresije Di.change preko Ht.change, Competition i Ferti-
lizer za studiju Spruce.

Posmatramo Case study Spruce.csv, 72 zasadena stabla pra¢ena 5 godina.

Variable Description

Tree Tree number

Competition C (competition), CR (competition removed)
Fertilizer F (fertilized), NF (not fertilized)

Ht.change Change (cm) in height
Di.change Change (cm) in diameter



Kodira¢emo Competition i Fertilizer brojevima:
C — 1 = ima konkurenciju, CR — 0 = nema konkurenciju i
F — 1 = jeste dubreno, NF — 0 = nije dubreno.

Tree Competition Fertilizer Ht.change Di.change

1 0 1 e 45 5.415625

2 0 1 36.2 4.009375

72 1 0 19 2.11875
read.csv ("Spruce.csv") —-> Spruce
Im(Di.change ~ Ht.change + Fertilizer + Competition, data = Spruce)
Coefficients:
(Intercept) Ht .change Fertilizer Competition

0.5116 0.1040 1.0266 -0.4895

Formula za zavisnost porasta precnika stabla u zavisnosti od promene visine, dubrenja i
uniStavanja konkurencije :

Di.change = 0.5116 + 0.1040 Ht.change + 1.0266 Fertilizer -
0.4895 Competition



Permutacioni testovi

PRIMER 78 Mereno je u sekundama vreme potrebno misu da izade iz lavirinta.
Pod uticajem leka: 30, 25, 20 i bez uticaja leka: 18, 21, 22 (kontrolna grupa).
Ostvarena je razlika srednjih vrednosti:
%y — % = (30 + 25 +20) /3 — (18 + 21 + 22) /3 = 4.667s. gg) =20
Ako se posmatraju kao jednako verovatni svih 20 ishoda izbora 3 od 6 merenja, kolika je
verovatnoca da je razlika srednjih vrednosti veca ili jednaka od ostvarene?

Testiramo Hj: "lek nema uticaja" protiv Hj: "lek usporava", Hy(pg = pc) — H1(pg > ue).

x<-c (30, 25, 20, 18, 21, 22)
ind<-t (matrix(c(1,2,3,1,2,4,1,2,5,1,2,6,1,3,4,1,3,5,...),nrow=3))
index<-ind[1l,]; observed<-mean (x[index])-mean (x[-index])
result<—numeric (20)
for(i in 1:20)
{ index<-ind[i, ]
result[i]<-mean(x[index])-mean (x[-index]) }
sum(result >= observed) /20

Dobijena verovatnoc¢a 3/20 = 0.15 ne protivre¢i Hy sa pragom znacajnosti « = 0.05.



PRIMER 79 Osoba A tvrdi da uvek ispadne grb kada baci novcié.
Da bi dokazala, bacila je novc¢i¢ 3 puta i sva tri puta je ispao grb.

Kolika je verovatnoc¢a da ispadne grb u 3 bacanja novcica?

Testiramo Hj: "bacanje novci¢a osobe A ima uobicajenu verovatno¢u”
protiv Hy: "osoba A moze da baci grb svaki put".

Ne odbacujemo nultu hipotezu jer 1/8 = 0.125 = 12.5% nije manja od a« = 0.05 = 5%.

PRIMER 80 Studija Beerwings u kojoj je evidentirano kod 15 muskih i 15 Zenskih osoba
koliko ljutih krila su pojeli i koliko piva su popili.

Varijable Case study Beerwings.
ID Hotwings Beer Gender

Variable  Description

Gender Male or female ; g 204 g
Beer Ounces of beer consumed .
Hotwings Number of hot wings eaten 30 21 42 M

Posmatramo Hotwings u odnosu na faktor Gender. Testiramo hipotezu H; da M pojede vise
Hotwingsa od F. Hj je da nema razlike u Hotwings u zavisnosti od Gender.
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ID Hotwings Beer Gender ” N :
Min. : 1.00 Min. : 4.00 Min. : 0.0 F:15 S 1 E
l1st Qu.: 8.25 1st Qu.: 8.00 1st Qu.:24.0 M:15 z 5 ;
Median :15.50 Median :12.50 Median :30.0 £ < ;
Mean :15.50 Mean :11.93 Mean 126.2 o 4
3rd Qu.:22.75 3rd Qu.:15.50 3rd Qu.:36.0 T
Max.  :30.00 Max. :21.00 Max. :48.0 F M

F M
Gender

9.333333  14.533333
Ostvarena vrednost razlike srednjih vrednosti je 9.333333 — 14.533333 = —5.2. Imamo (%g)
155117520 mogucih izbora — preobimno. Vr$imo reuzorkovanje (resampling).

read.csv ("Beerwings.csv")->krilca; summary (krilca)

) , Histogram of result
plot (Hotwings~Gender,data=krilca)

tapply (krilca$Hotwings, krilca$Gender, mean) S
observed <- -5.2 2 &
Hotwings <- krilca$Hotwings; N <- 9999; result <- numeric(N)§ o
for (i in 1:N) ) S
{ index<-sample (30,size=15,replace=FALSE) L
result [i]<-mean (Hotwings[index])-mean (Hotwings[-index]) } o

hist (result, xlab="Hotwings F - M") 6 4 2. 0 2 4 &

abline (v=observed, col="blue")
(sum(result <= observed) + 1)/ (N + 1) Hotwings F - M
p-value = 4e-4 & a* =4-1074

Vidimo da je verovatnoca ovako velike razlike daleko manja od « = 0.05, odbacujemo Hj.



procedure TWO-SAMPLE PERMUTATION TEST (x, m, 1, dx)
repeat
Izaberi poduzorak m od m + n vrednosti x (bez vrac¢anja)
Uporedi izabranu statistiku za izabranih m i preostalih n vrednosti
until ima dovoljno uzoraka
Izracunaj p-value kao procenat slucajeva u kojima je poredenje statistika > dx
Pomnozi p-value sa 2 ako je u pitanju dvostrani test
Nacrtaj histogram i oznaci p-vrednost (Opciono)
end procedure
Najcesce se za statistiku koristi aritmeticka sredina, ali mogu i druge statistike.
Ekvivalentni rezultati se dobijaju primenom rastuce funkcije na statistiku.
Dodajemo 1 na brojilac i imenilac da bismo izbegli p-value = 0.
Ovaj test ne zahteva da uzorak ima normalnu raspodelu.
Ovaj test je manje osetljiv na poduzorke nejednakih obima od t-testa (m > n). Paznja!!!
Uzastopne primene ovog testa ne daju istu p-value.

Jednostrani test se primenjuje ako je suprotna alternativa oc¢igledno nemoguca. Odlucivanje
za primenu jednostranog testa se ne sme vrSiti posle testiranja.

Zaveliko N, uzimanje n uzoraka sa vracanjem i bez vra¢anja daje priblizno iste verovatnoce.



Tabela kontigencije

PRIMER 81 Da Ii postoji zavisnost izmedu najviseg stepena obrazovanja i stava prema po-
stojanju smrtne kazne u zakonu? Koristiti podatke iz GSS2002.

Education | Favor Oppose | rowsum %
Tabela odgovora za i protiv smrtne kazne Bachelors | 135 71 206 15.8
u odnosu na najvi$i nivo obrazovanja iz Graduate 64 50 114 8.7
GSS2002 . csv HS 511 200 711 54.4
JrColl 71 16 87 6.7
2 Z (osz‘varenofoéekiva*rlo)2 Left HS 117 79 189 14.5
X = ~ ocekivano
sve Celije colsum 898 409 1307
% 68.7 31.3

procedure PERMUTATION TEST FOR INDEPENDENCE OF TWO VARIABLES(¢,,%2)
Izratunaj ostvarenu x> (t)
repeat
Permutuyj na slucajan nacin vrste jedne kolone
Izraéunaj x*(t) i upamti rezultat
until ima dovoljno uzoraka
Izratunaj p-value kao procenat slu¢ajeva u kojima je upaméena x? veéa od ostvarene
Nacrtaj histogram i oznaci p-vrednost (Opciono)
end procedure



Testira se Hy: parametri su nezavisni.

read.csv ("GSS2002.csv")->GSS2002 o ) ] ]
Education <- GSS2002$Education Distribution of chi-square statistic
DeathPenalty <- GSS2002$DeathPenalty

observed <- chisqg.test (table (Education, é
DeathPenalty)) $statistic 2 ™
N <- 1074-1; result <- numeric (N) 5 o p-value = le-4
for (i in 1:N) 2 3 Sar=1-107*
{ DP.permuted <- sample (DeathPenalty) g A
GSS.table <- table(Education, DP.permuted)
result[i] <- chisg.test (GSS.table)$statistic} o [ - - - ‘
hist (result, xlab = "chi-square statistic", 0 5 10 15 20
main = "Distribution");
abline (v = observed, col = "blue") chi-square statistic

(sum(result >= observed) + 1)/ (N+1l) # p-value

Kako je p-value = 1e-4 daleko manje od « = 0.05, odbacujemo Hj.

Ako je Hy tatna, verovatnoce pojedinatne Celije (i,7) su p;j = p;. p.; = FOWSHIL colium,

rowsum colsum _ rowsum-colsum
n n n *

Ostvarena vrednost x? statistike je bila observed = 23.45, p-value za x> test nezavi-
snosti je 1-pchisqg(observed, 4) = 1.029e-4, Sto daje isti rezultat kao permutacioni
test.

a ocekivane vrednosti su np;; =n



Permutacioni test za jednakost srednjih vrednosti u vise grupa (ANOVA)
PRIMER 82 Permutacionim testom proveriti nezavisnost iz primera 75.

Sli¢no kao u prethodnom primeru, moZemo uraditi resampling od (recimo) N = 10* permu-
tacija vrednosti prinosa sa istim brojem po grupama. Onda umesto p-vrednosti za ostvareni
kvantil u FiSerovoj raspodeli, mozemo Koristiti proporciju broja vrednosti FiSerove statistike
koje prelaze preko ostvarene vrednosti zadate raspodelom po grupama.

observed <- anova (prinostab) $F[1]
prinos <- prinosi$prinos
n <- length (prinos)
N <- 1074 -1
results <- numeric (N)
for (i in 1:N)
{ index <- sample (n)
prinosi$prinos <- prinos[index]
results[i] <- anova (lm(prinos~seme,data=prinosi))S$F[1]}
(sum(results> observed) + 1) / (N + 1) # p-value

Distribution of F 3, 26 statistic

6000

p-value = le-4
Sar=1-107*
a* < a =0.05= Hj se odbacuje

Frequency
4000
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Histogram vrednosti F statistike za permutovane prinose

Setimo se da je observed = 32.6111-pf (observed, 3,26) = 5.781e-9,
dobili smo isto kao sa kvantilom FiSerove statistike, Hy se odbacuje.
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