1 Motivacija

m sirovina, n proizvoda,

pi = cena jedinice i-te sirovine, i =1,2,...,m

0; = cena jedinice j-tog proizvoda, j =1,2,...,n

a;; = kolic¢ina jedinica i-te sirovine u j-tom proizvodu

i=1,....mj=1,...,n

cj = 0; — )i, pia;;j = dobit od jedinice j-tog proizvoda,
i=12,...,n

b; = zaliha jedinica i-te sirovine, i =1,2,...,m

x; = kolicina jedinica j-tog proizvoda, j =1,2,...,n



1.1 Pogled proizvodaca

Odrediti koliko jedinica x; proizvoda j = 1,2,...,n treba proizvesti da
bi se ostvarila maksimalna dobit (.

n

(= ch Xj — max
j=1

n
(1) ai’]’Xiji, i:1,2,...,m
=1

J
XjZO,jZl,Z,...,Vl

Problem (1) zovemo problem linearnog programiranja, za ovaj na-
¢in zadavanja kazemo da je standardni oblik.



1.2 Pogled magacionera

Odrediti inventarsku vrednost w; sirovine i = 1,2,...,m tako da uku-
pni lager bude minimalan, tako da vrednosti w; ne budu manje od
trziSnih vrednosti p;, i = 1,2,...,m i da vrednost jedinice proizvoda
j sa ugradenim sirovinama vrednosti w; ne bude manja od trziSne
vrednosti jedinice proizvoda 0}, j = 1,2,...,n.

m
Zwibi — min
i=1

m

(2) Y wiai;>0,j=12,...,n
i—1

wi 2 Pi, 1= 1,2,...,1’}1



Ako se za problem (2) uvedu velic¢ine ,, dodate vrednosti” jedinice si-
rovine i:
Yi = Wi — Pi, 1= 1,2,...,711,

dobija se problem

é’ = iyibi — min

i=1

(3) ;l/iai,jZCj,jzlfzf---,n
1

yi>0,1=12,...,m.

m

1

2 Primer

Fabrika proizvodi artikle A, B i C.



Za Proizvodnju artikla A treba 2 jedinice sirovine S1, 3 jedinice siro-
vine S2 i 4 jedinice sirovine S3. Za proizvod B treba redom 1, 3, 2
jedinice sirovina S1, S2 i S3. Za artikal C treba redom 3, 1, 4 jedinice
sirovina S1, S2 i S3. Na raspolaganju nam je 10 jedinica sirovine S1,
25 jedinica sirovine S2 i 30 jedinica sirovine S3 dnevno.

Artikal A se na masSini M1 obraduje 3 sata, a na masini M2 4 sata. Ar-
tikal B se obraduje na masini M1 4 sata i na masini M2 3 sata. Artikal
C se obraduje na masSini M1 2 sata i na masini M2 3 sata. MaSine M1
i M2 mogu biti istovremeno angaZovane na jednom artiklu. Na jednoj
masini se moZe obradivati samo jedan artikal u jednom momentu.

Cena jednog komada artikla A je 8 novcanih jedinica, artikla B je 5
novcanih jedinica, artikla C je 7 novc€anih jedinica.

Koliko dnevno treba proizvoditi kojeg proizvoda, da bi zarada bila
maksimalna?



Uves¢emo veliCine:

x1 = broj proizvedenih artikala A
X, = broj proizvedenih artikala B
x5 = broj proizvedenih artikala C
{ = zarada

g: 8x1 + 5xy + 7x3 — max

2x1 + x + 3x3 < 10
3x1 + 3x + 1xz < 25
4X1 + ZJCZ + 4JC3 S 30
3X1 + 4XQ + 2X3 < 24
4x;1 + 3x, + 3x3 < 24

x12>20, x22>0, x3

Vv
e



3 Resenje problema linearnog programiranja

Za problem (1) skup dopustivih vrednosti S je skup uredenih n-torki
(x1,x2,...,%,) koje zadovoljavaju

n
Zai,]- x]- S bi, = 1,2,...,171
j=1

xi>0,j=12,...,n.

Uredena n-torka (x1,x»,...,x,) iz S za koju funkcija dobiti
{=)ci%
=1

ostvaruje maksimum je reSenje problema (1).



Ako je skup dopustivih vrednosti prazan, S = @, problem (1) nema
reSenje, kazemo da je nemogu¢ (infeasible, EN).

Ako za proizvoljan broj M > 0 postoji n-torka iz S za koju je { > M,
problem (1) nema reSenje, kazemo da je neogranicen (unbounded,
EN), piSemo { — co.

Ako postoji broj R > 0 takav da za sve elemente iz S vazi
X425+ + x5 <R?,

kazemo da je S ogranic¢en. U protivhom S je neogranicen.

Funkcija dobiti je neprekidna i nad ogranicenim, zatvorenim, skupom
S dostize maksimum.

Ako je problem (1) neogranicen, onda je S neogranicen.
Obrnuto nije ta¢no.



4 Simplex algoritam

Posmatramo problem (1) i dovodimo ga na standardni oblik sa jed-
nakostima tako Sto levoj strani nejednakosti i dodajemo dodatnu
promenljivu w;, w; >0, i =1,2,...,m i nejednakost pretvaramo u
jednakost.

OgraniCenja nenegativnosti promenljivih
xj>0,j=12,...,.n,w; >20,i=1,2,...,m

odvajamo i ostaje nam sistema m linearnih jednacina:

n
(4) Zai,jxj—i—wi:bi,i:1,2,...,m.
j=1



4.1 Recnik

Kad iz (4) izrazimo m promenljivih (bazi¢ne) preko preostalih n pro-
menljivih (nebazi¢ne) i funkciju dobiti izrazimo preko nebazi¢nih
promenljivih, to je recnik.

Recnicko resenje nekog re¢nika dobijamo kad nebazi¢nim promen-
ljivama dodelimo nule, a bazi¢ne promenljive i funkciju dobiti izracu-
namo iz (4).

Ako su u recnickom resSenju izracunate vrednosti bazi¢nih promen-
ljivih nenegativne, to recnicko reSenje pripada S, ono je dopustivo,
odnosno, za taj recnik kazemo da je dopustiv.

Akosuu (4) sveb; >0,i=1,2,...,m, izbor dodatnih promenljivih za
bazi¢ne daje dopustiv rec¢nik.

Ako imamo dopustiv re¢nik, skup dopustivih tacaka je neprazan: S #
@ i slededi algoritam nalazi reSenje problema (1) ako ono postoji.



4.2

Algoritam

Odabrati bazi¢cne promenljive i na¢i dopustiv re¢nik. Ako dopu-
stiv recnik ne postoji, onda S = @, kraj.

. Odabrati nebazi¢nu promenljivu ¢ijim povecavanjem bi se pove-

¢ala vrednost funkcije dobiti. Ako takva promenljiva ne postoji,
onda je trenutni re¢nik optimalan, kraj.

. 1z re¢nika odrediti najmanju gornju granicu odabrane nebazi¢ne

promenljive. Ako takva granica ne postoji, onda { — oo, kraj.

Ekvivalentnim transformacijama sistema napraviti re¢nik u kome
odabrana nebazi¢na promenljiva menja mesto sa bazi¢nom pro-
menljivom kod koje je pronadena najmanja gornja granica (pivo-
tizacija). Predi na korak 2.



4.3 Zapis recnika

Dodatne promenljive w;, i =1,2,...,m su u Simplex algoritmu ravno-
pravne sa promenljivama x;, mozemo ih oznacavati x,,;, i =1,2,...,m:
(X1, X, W1, oo, W) = (X1, 4o, Xty X1y -+ s Xt ) -

Sa takvim oznakama pocetni recnik je:
C = 0+ 27:1 C]'X]'

7
n

Xpto = by — Y i qa2x;
n

Xntm = by — Zj:l A, jXj

Recnicko resenje koje odgovara pocetnom recniku je:

(x1,.., X, W1, ..., wy) = (0,...,0,b1,...,by).



U re¢niku, skup bazi¢nih promenljivih ozna¢avamo sa B, sa N ozna-
¢avamo skup nebazi¢nih promenljivih.

Proizvoljni re¢nik je oblika:

¢ = 0+ ) o
jEN
(5) _ .
X, = b;— Zﬁi,]‘xj,ZGB
JEN

Svi recnici su ekvivalentni izmedu sebe i sa (4).
Proizvoljan re¢nik je odreden izborom skupa bazi¢nih promenljivih.

Postoji (n ;m) mogucih izbora m promenljivih od n + m.

U optimalnom re¢niku ¢; < 0 za sve j € .
Recnicko resenje optimalnog recnika je reSenje problema (1).



4.4 Pivotizacija

Promenljiva koja ulazi u bazu bira se iz skupa nebazi¢nih promenljivih
za koje je ¢ pozitivno. Neka je to xy.

U novom re¢nickom resenju

. i
(6) Xe:= min —.
i€B:a; ;>0 a;

Promenljiva koja izlazi iz baze je jedna od promenljivih za koju je
minimum u (6) ostvaren, recimo Xx;.

U novom re¢nic¢kom resenju x; := 0. Ostale vrednosti u novom re¢niku
se dobijaju ekvivalentnim transformacijama.

Par promenljivih koja ulazi u bazu i koja izlazi iz baze zovemo pivot.
Postoji visSe mogucnosti za izbor pivota u jednoj iteraciji.
Pravilo kojim se bira pivot odreduje simplex algoritam.



4.5 Inicijalizacija
Ako u (4) za neko i vazi b; < 0, onda izbor dodatnih promenljivih za

bazi¢ne ne daje dopustiv re¢nik.
Polazni dopustiv re¢nik, ako postoji, dobijamo reSavanjem pomoénog
problema:
{1 = —Xxp — max
n
(7) Zai,]-x]-—xogbi,i:1,2,...,m
j=1

x;>0,j7=0,12,...,n.
Uzimanje dovoljno velikog x, daje dopustivo reSenje za (7). Polazni
dopustiv re¢nik za (7) se dobija pivotizacijom u kojoj x( ulazi u bazu,
a promenljiva w; kod koje je najnegativnije b; izlazi iz baze.
Pomoc¢ni problem ima reSenje. Ako u optimalnom re¢niku za (7)
imamo xy = 0, onda smo dobili dopustiv recnik za (1), inace S = @.



4.6 Simplex tabela

Simplex algoritam ¢emo, zbog jednostavnosti, izvrsavati na Simplex
tabelama koje su ekvivalentne re¢nicima. Na primer: problem

{ = 2x — X, — max
X1 — X2 S —1
(8) 2x1 + x <3

X1 + 2 Xy < 4
x120 x>0
dovodimo na standardni oblik sa =, postavljamo pomoc¢ni problem:

(1 = — Xp — max
( = 2x1 — x — max
X1 — X + wq — X = —1
2x1 + xo + W» — X0 = 3

X1+ 2x + w3 — xp = 4



uz zahteve nenegativnosti: x; > 0,x, > 0,w1 > 0,w, >0,w3z >0,x9 > 0.

Pocetni recnik i tabela koja mu odgovara su:

01= —x0 —1]x1 x w wy wz X
C = 2X1 — X2 w1 1 -1 1 0 0 -1 1
wi= -1 — x1 + x2 —+xp wy| 2 1 0 1 0 -1 3
w,= 3 — 2x1 — X2 -+ X ws| 1 2 0 0 1 -1 4
w3 = 4 — X1 — ZXZ “+ Xo g —2 1 0 0 0 0 0
i1/ 0 0 0 0 0 1 0
Dalje idu pivotizacije:
Ol x1 x2 w; wy w3 Xo 1] x1 xp wy wr ws
x|/-1 1 -1 0 0 1 1 x| —1 1 -1 0 0 1
w1l 2 -1 1 0 0 4 w3 0 1 1 0| 2
w30 3 =10 1 0| 5 w3/ 3 0 2 0 1| 2
-2 1 0 0 0 O 0 -1 0 1 O O/|-1
1 -1 1 0 0 0]-1




U poslednjoj tabeli je x( izaslo iz baze i time postalo 0 u re¢nickom
reSenju. PoSto xy > 0, time smo dobili reSenje pomo¢nog problema i
tu je kraj prve faze: § # @. Imamo dopustivu tabelu pocetnog pro-
blema. Stoga smo tabelu 1 pisali bez kolone x( i vrste {7, da bismo
nastavili drugu fazu. Posle pivotizacije dobijamo optimalnu tabelu:
2 X1 X2 w Wy W3
x| 0 1 -2/31/3 0| 5/3

x|1 0 1/3 1/3 0| 2/3 Resenje je:
w3 0 O 1 —1 1 0 * 2 * S 7% 1
XiP=%,xi=2, —1
0 0 4/3 1/3 0]-1/3 153 n=50 3
¢ = —% - %wl - %wz
Retnik koji odgovaraje: x, = 2 + 3w; — 1w,
X1 = % — %wl — %ZUQ
wy = 0 — w + w



5 Graficko resavanje

Ako u problemu (1) n = 2 ili n = 3, skup dopustivih vrednosti S se
moZe nacrtati i lako se moZe videti Sta je reSenje problema.

Na primer, za problem

( = x1 + x — max
X1 + 5JC2 < 5
2x1 + X2 § 4
x120 x>0,
5 . 2 ., 7
optlmalno resenje ocitavamo sa crteza: xl 5 x2:§,C :g.

Koordinate (2,%) dobijamo re$avanjem sistema

X1+ 5x, =05, 2x1 + xp, = 4.



Isprekidana linija predstavlja vrednosti funkcije { = x1 + x5.



6 Degenerisani reénici, degenerisani pivoti

Re¢nik (5) je degenerisan ako za neko i € B vazi b; = 0.

U degenerisanom recniku pivot (x4, x;) je degenerisan ako je vred-
nost (6) promenljive koja ulazi u bazu u novom rec¢niku jednaka 0.

Na primer, ovo je degenerisani re¢nik:

C = 3 — % X1 + 2x, — % w1

1 1
X3 = 1 — 3 X1 - 3 w"
Wy = X1 — X2 + W

Recnicko resenje je: (x1,x2,x3,w1,wz) = (0,0,1,0,0).

U bazu ulazi x,, izlazi w,, to je degenerisani pivot.

Pivotizacija daje novi degenerisani rec¢nik sa istim re¢nickim reSenjem
(xl,xz,x3,w1,w2) = (0,0,1,0,0).



C:3+%x1—2w2—l—%w1

X3 = 1 — 3 X1 - 3 w"

Xp = X1 — w2 +  wp
Vrednost funkcije dobiti se nije promenila. Iako je i ovo degenerisani
recnik, sledeci pivot (x1,x3) nije degenerisan:

( = 6 — 3x3 — 2wy, — ws
X1 = 2 — ZX3 — w1
Xy = 2 — 2X3 — wo

Optimalan re¢nik, (x7,x3, x5, w3, w3) = (2,2,0,0,0), I* =6.

Pravilo za izbor pivota koje za promenljivu koja ulazi u bazu bira pro-
menljivu sa najvec¢im koeficijentom ¢;, a od onih koje daju minimum
u (6) promenljivu sa najmanjim rednim brojem, moZe dovesti do kru-
zenja u recnicima, odnosno, da se vratimo u re¢nik u kome smo bili.



6.1 Anticiklin

U novom rec¢nickom resenju posle degenerisanog pivota vrednost fun-
kcije dobiti ostaje ista. Za problem (1) broj mogucih re¢nika je kona-
¢an: ("1™). Simplex algoritam nele jedino zavrsiti ako se stalno vraca u
recnik u kome je bio, a to je moguée samo u nizgu degenerisanih pivota,
jer se pri pivotizaciji nedegenerisanim pivotom vrednost funkcije dobiti
povecava. InaCe Simplex algoritam mora zavrSiti.

Blandovo pravilo za izbor pivota:

Pri izboru promenljive koja ée uéi u bazu, birati promenljivu sa pozitiv-
nim koeficijentom ¢; koja ima najmanji redni broj.

Za izbor promenljive koja ¢e izali iz baze medu bazi¢nim promenlji-
vama koje daju minimalni kolicnik u (6), izabrati promenljivu sa naj-
manjim rednim brojem.

Blandovo pravilo za izbor pivota sprecava kruzenje u re¢nicima.



7 Dualnost

7.1 Motivacija na primeru

Dopustivo reSenje za problem linearnog programiranja

( = 4x1 + x2 + 3x3 — max

(9.1) x1 + 4x < 1

®) (9.2) 3x1 — x» + x3 < 3
x12>20, x>0, x>0

recimo (x1,x2,x3) = (1,0,0), daje donju granicu: 4 < *.

Dopustivo reSenje (x1,x2,x3) = (0,0,3) daje bolju granicu: 9 < *.
Ako pomnozimo prvu nejednakost sa 2 i saberemo sa drugom pomno-
zenom sa 3 dobijamo gornju granicu: 11x; + 5x; + 3x3 < 11. Naime,
4X1 + X + 3X3 < 113C1 + 5.7(2 + 3X3, odakle g* < 11.



Ako pomnoZimo nejednakosti (9.1) i (9.2) nenegativnim brojevima
Y1 1y, i saberemo, dobijamo

X1 + 4 x, < 1 / - n
3x1 — X2 + x3 < 3 /Y
(1 +3y2)x1 + Ay1—vy2)x2 + (2)x3 < y1+ 3y,

Mozemo traziti da koeficijenti uz x; budu barem koliki su u funkciji
dobiti i da je granica, data desnom stranom nejednakosti, minimalna.
Tako dobijamo problem linearnog programiranja:
¢ = yi + 3]/2 — min
i + 3y =2 4
(10) 4]/1 — Y2 1
2. = 3
y1>20, 12>0

Dobili smo dualni problem. Sli¢no je u opStem slucaju.

VIV I



Za problem (1) dual je problem (3)

n m
§:chxj—>max ézZyibi%min

j=1 i=1
m
Eli,ijSbi,izl,Z,...,m yial-,chj,jzl,Z,...,n
1 i=1
xj>0,j=12,...,n yi>0,i=1,2,...,m.

Levi problem zovemo primar, desni je njegov dual.

]

n

Dual od duala je primar.

Slaba teorema dualnosti:
Za dopustive vrednosti primara (xi,...,%,) i duala (y;,...,y,) vazi

an C=) <) yibi=¢.
j=1 i=1



Prostor
4

¢ ¢

LNema prostora

Da li postoji prostor izmedu { i ¢
za dopustive vrednosti primara i duala?

Jaka teorema dualnosti:

Ako primar ima optimalno reSenje (x7,...,x;), onda i dual ima opti-
malno reSenje (yji,...,y;,) i vazi

(12) F=)cixi=) yibi=¢".
=1 i=1



Dokaz jake teoreme dualnosti ¢emo objasniti na primeru.

Dovedimo probleme (9) i (10) na standardni oblik sa jednakostima i
napisimo pocetne recnike. Dodatne promenljive duala su z;,j = 1,2,3.

{ = 4x1 + x» + 3x3 — = -y1 — 312
w =1 — x1 — 4x z1 = —4 + y1 + 3y2
wy, = 3 — 3x1 + X2 — X3 z = =1 + 4y — 1

zz = —3 + ¥

Ako posmatramo matrice koeficijenata sa desne strane jednakosti uo-
¢avamo negativno transponovanje.

0 -1 -3
0 4 1 3 neg.tr. | _4 1 3
1 -1 -4 0|+ —— 14
3 -3 1 -1

-3 0 1



Posle pivotizacije primara (x3,w;) i duala (y,,z3) dobijamo

( =9 — 5x1 + 4x, — 3w, —Z = -9 — Vi — 3z3
w =1 — x1 — 4x Z1 = 5 + yi + 3z3
X3 = 3 — 3x1 + X — wy z = —4 + 4y — z3
v = 3 +  z3

Opet imamo negativno transponovanje. Pivotizacija primara (x;,w)
i duala (y1,22) daje optimalne rec¢nike primara i duala.

=10 — 6x; — w; — 3w —¢ = —-10 — 320 — 2z
Xo = 411 — }le — %wl z1 = 6 + %Zz +%Z3
X3 = 14—3 — 14—33(,'1 — }Lwl— w» Y1 = 1 + }122 —I—}IZg

Y2 = 3 + Z3

Pivotizaciji primara (x;,w;) odgovara pivotizacija duala (y;,z;).



7.2 Negativno transponovanje

Svakom re¢niku primara odgovara re¢nik duala u kome su koeficijenti
u re¢niku dobijeni transponovanjem i mnozenjem sa —1 od koeficije-
nata re¢nika primara (negativno transponovanje).

Bazi¢ne promenljive primara su nebazi¢ne promenljive duala sa slo-
vima z i x zamenjenim, odnosno y i w zamenjenim i obrnuto.

Svakoj pivotizaciji primara odgovara pivotizacija duala koja ocuvava
osobinu negativnog transponovanja.

Ako re¢niku primara negativnim transponovanjem odgovara dualni
dopustiv re¢nik, kazemo da je primarni re¢nik dualno dopustiv. Oci-
gledno, re¢nik koji je i primarno i dualno dopustiv je optimalan i za
primar i za dual. Zbog negativnog transponovanja sledi { = ¢ i to je
kraj dokaza jake teoreme dualnosti.



7.3 Komplementarnost dodatnih promenljivih

Neka je (xi,...,x,) dopustivo reSenje primara (1) i neka je (y1,...,Yn)
dopustivo resenje duala (3).

Neka su (wy,...,w,) odgovarajuce dodatne promenljive primara i
(z1,...,2,4) odgovarajuce dodatne promenljive duala.

(x1,...,x,) je optimalno reSenje primara i (vy,...,¥,) je optimalno
reSenje duala ako i samo ako

xjzji=0za j=1,2,...,n

(13) yiwi:Oza i:l,2,...,m.

Dokaz.

Iskaz x; z; = 0 zapravo tvrdi da se barem jedna od x; i z; anulira za
svako j. Podimo od dokaza teoreme slabe dualnosti. Teorema jake
dualnosti kaze da za optimalno resenje vazi jednakost { = €.



(14) {=) cx < (Z%“u) Xj =
1

(1)

(15) < Y byi=¢
i=1

Zbog nenegativnosti x; sledi da u (14) imamo jednakost akko

| /\

I

xj=0 ili ;=) yaj < zj=0,zaj=12,...,n
i=1
Zbog nenegativnosti y; sledi da u (15) imamo jednakost akko

n
yi:O ili bi:Zai,]-xj & wi=0,zai=1,2,...,m
j=1



7.4 Dualni simplex algoritam

Mnogi problemi se lakSe reSavaju tako Sto se prede na dual, resi se
dual, pa se iz optimalnog recnika duala, koriste¢i osobinu negativnog
transponovanja, procita resenje primara.

Umesto da se prede na dual, moze se raditi sa reCnicima primara tako
Sto se simulira Simplex algoritam na dualu. To je Dualni simplex
algoritam, primenjuje se kad je re¢nik dualno dopustiv.

Dualne pivotizacije se izvode isto kao primarne, a pivot se odreduje
tako Sto se prvo bira promenljiva x; koja ¢e izaci iz baze, treba da ima
negativnu vrednost u recnickom resenju.

Potom se bira promenljiva x; koja ¢e uéi u bazu, kao promenljiva za
koju se ostvaruje minimum G
j

(16) Xe:= min ——-.
jEN:a <0 4y



Pri izboru pivota moZemo se drzati ekvivalenta Blandovog pravila ako
zelimo da spre¢imo kruZzenje u reCnicima.

7.5 Inicijalizacija za Dualni simplex algoritam

Ako se dobije problem kod kojeg izbor dodatnih promenljivih za ba-
zicne ne daje dualno dopustiv recnik, moze se prvo resiti Dualnim
simplex algoritmom novi problem sa istim S i funkcijom dobiti koja
daje dualno dopustiv recnik, recimo: —# = x; 4 -+ 4+ x, — min.

Dual za novi problem sigurno nije nemogu¢. Jedini sluc¢aj da za novi
problem Simplex algoritam ne nade reSenje je da je dual neogranicen.

Ali, tada je na osnovu slabe teoreme dualnosti primar nemoguc.

Kad se dobije resenje novog problema, dobijeno je dopustivo resenje
pocetnog primara, prelazi se na njegovo reSavanje Simplex algorit-
mom sa originalnom funkcijom dobiti (.



7.6 Duali problema u opstem obliku

Za problem sa jednakostima razdvajamo ,,="na ,,<”i,>".

n
(= chxj—>max

n
(= ch Xj — max =1
j=1 n
n . Zai,]-xjgbi,izl,Z,...,m
Zai,jxj:bi,z:l,Z,...,m j=1
j=1 n
xj>0,j=12,...,n Zﬂi,jszbi,iZLZ,---,m
j=1

x]-20,j:1,2,...,n

n
Nejednakosti Z”i/i x; > b; mnoZimo sa (—1). Prelazimo na dual.
j=1



Dualne promenljive delimo na dve grupe: y;" koje odgovaraju nejed-
nakostima sa < iy, koje odgovaraju nejednakostima sa >.

&= iyf bi—iy[ b; — min

Z ajj — Zyl aij>cj, ]=1,2,..

i=1 i=1
ym>0,y7>0,i=12,...,m

Dobili smo dual koji smenom y; = y;r —y.,i=1,...,m, uprostimo:
m
(: = Zyl bi — min
i=1

Z}/i aijj>cj,j=12,...,n

i=1



U problemu koji smo dobili za promenljive ne trazimo nenegativnost.
Kazemo da su te promenljive slobodne.

Dual od poslednjeg problema je pocetni primar sa jednakostima.
Na osnovu toga mozemo izvudi pravila za postavljanje duala:

Primar Dual

jednakosti u uslovima slobodne promenljive
nejednakosti u uslovima | nenegativne promenljive

slobodne promenljive jednakosti u uslovima
nenegativne promenljive | nejednakosti u uslovima

Na primer, evo jedan par primara i duala u opstem obliku:

{ = —2x1+ xp — max ¢ = Y1 — Y — min
(P) — x1+x2:1 (D) —y1—3y22—2
—3x1+x, < —1 yi+y=1

x120 yZZO



8 Matricni zapis
Polazimo od problema (1),
(= ch Xj — max
j=1

n
Zai,]- X]' S bi, 1= 1,2,...,m
j=1

X]' > O, ] = 1,2,...,n.

Dovodimo ga na standardni oblik sa jednakostima.
Dodatne promenljive oznacavamo:

n
W; = Xp4i — bi — Zai,]- x]',i = 1,...,771.
j=1



Problem (1) je ekvivalentan problemu:

(17)

gde je

¢ = c'x — max

Ax=0D

x>0,

a1, 1 -+ 0 by
S A
App 0 - 1 [

X1

Xn+1

| Xn+tm




Koristimo osobinu mnoZenja matrica A x = b, da se proizvod ne menja
ako se kolone matrice A i vrste matrice x permutuju na isti nacin.
Koristimo i mnoZenje matrica po blokovima.

Permutujemo matricu A tako da se u levi deo postave kolone bazi¢nih
promenljivih B, one ¢ine podmatricu B, a u desni deo kolone neba-
zi¢nih promenljivih AV, one ¢ine podmatricu N. A = [B N]

: : : Xp | . c
Istim redosledom permutujemo vrste matrica x = [ B ] ic= [ B ] :

XN CN
Onda su jednakosti iz (17) ekvivalentne sa

(18) C=clx=[c}ci] [ ;CB } = Chxp + CNyXN
N

(19) b:Ax:[BN][;CB]:BxB—I—NxN
N

Pri tome je matrica B invertibilna, jer je sistem (17) reSiv po x3.



Rec¢nik se dobija resavanjem xp i { preko xy iz (19) i (18).
(20) { = chBb— ((B'N)Tcp —cn) xn
xg = B7'b—B Nxy

Ako uporedimo matri¢ni zapis (20) sa zapisom re¢nika iz (5), imamo:

&) ¢ =0+ ) 5y = cIB b
jEN B
[5]] =CN — (B_lN)TCB
x; = b;— Z a;iix;, iebB [E] — B 1p
JEN :
;)] =B'N

U zapisu desno uglaste zagrade oznacavaju matricu elemenata dok
indeksi idu: indeks i od 1 do m, j od 1 do n. Re¢nicko reSenje je

(21) xi =0, x5=B"'b, I* =ciB'b.



Ako Zelimo da dobijemo re¢nik duala koriste¢i negativno transpono-
vanje i da zadrzimo jednostavno indeksiranje za primenu komplemen-
tarnosti dualnih promenljivih, sli¢cno preimenovanju u primaru:

(xlr---/xn/w1/“°/wm) — (xlr---/xn/xn—i—l/---/xn—I—m)/

dodatne dualne promenljive ¢emo staviti na pocetak, a dualne pro-
menljive ¢emo preimenovati u nastavku:

(Z1, o2 Y1, Ym) = (Z1, ) Zus Zus1s s Zntm) -

Dualni re¢nik koji negativnim transponovanjem odgovara (20) je:
(22) ¢ = —ciB ' — (B'D) zs

N = (B_lN)TcB —cn + (B_lN)TzB.
Recnicko resenje dualnog recnika:

* * — T * *
(23) z; =0, zy = (B7'N) cg—cn, =8 =—("



Koristeéi oznake sa zvezdicom: (21) i (23), zapis (20) i (22) je:

Primar Dual
(24) { = ¢ —(z3)"xN —& = =" —(x5)zp
xp = x5 — B INxy zy = zi+ (B7IN)Tzg,

gde je
(25) xy=B"'b, {*=ctB7'b, 2} = (B_lN)TcB —CN.

U zapisu (24) se vidi negativno transponovanje i simetri¢nost primar-
nog i odgovarajuc¢eg dualnog recnika.

Takode je ocigledno da je recnik optimalan ako i samo ako je primarno
dopustiv (x; > 0) i dualno dopustiv (z}, > 0), zato Stox > 0iz > 0.
Iz (24) se vidi dokaz jake teoreme dualnosti.



9 Analiza osetljivosti

Za problem (17), iz izraza (25) vidimo da promena koeficijenata iz ¢
u funkciji dobiti ne uti¢e na promenu vrednosti bazi¢nih promenljivih
x} u reCniku. Promena koeficijenata iz c utiCe na optimalnost.

Ako je promena koeficijenata funkcije dobiti oblika
c:=c+ tAc,
onda se menja zy:
zZy 1= zy + tAzN,
gde se, uobicajeno, Ac razdvaja na Acg i Acy i gde je
Azy = (B"'N)' Acg — Ac.

Interval vrednosti t za koje ¢e re¢nicko resenje (24) ostati optimalno
dobijamo iz uslova z3;, > 0.



Dobija se da t mora biti u intervalu:

—1 —1
. AZ]' AZ]'
min ——— <t< [ max— .
jeEN Z;‘ jEN Z;‘

Sli¢no, ako je promena b oblika

b:=b+tAD,
da bi reSenje (24) ostalo optimalno, treba da bude
X% :=x} +tAxg >0, gde je Axg = B~'Ab.
Odatle dobijamo da t mora biti u intervalu:

-1 —1
) Ax; Ax;
(mm— *l> <t< (max— ;) .
ieB X; ieB X

1




10 Mrezni protok - minimizacija cene transporta

Posmatramo mreZu protoka neke robe datu povezanim usmerenim
grafom sa skupom ¢vorova N, skupom grana A i relacijom sused-
stva. Podrazumevacemo da je susedstvo definisano imenima grana.
Postojanje grane od a do b znaci da je mogu¢ protok robe od a do b.

Posmatrac¢emo funkciju koja ¢vorovima pridruzuje tezine (na crtezu
pored C¢vorova) koje predstavljaju zalihu robe u ¢voru ako je tezina
pozitivna, odnosno narudzbinu robe ako je negativna.

Takode ¢emo granama pridruziti tezine (pored grana) koje predsta-
vljaju cene transporta jedinice robe (nenegativni brojevi).

Zadatak je nalazenje transporta koji ¢e zadovoljiti narudzbine kori-
ste¢i zalihe svih ¢vorova i ima najmanju cenu.

Resavamo samo ako je graf povezan i zbir tezina ¢vorova 0.



Primer problema mreznog protoka

8 -1
! N ={a,b,c,d}, #¥N =m =4
A ={ab,ac,ad,bd,cd}, #4=n=>5
6 12 3 a b ¢ d
b =18 -1 1 -8]1"
O—

ab ac ad bd cd
g =1 7 612 3 2]

x;j = koli¢ina robe koju ¢emo prevesti od ¢vora i do j, (i,7) € A

-8

cij = cena prevoza jedinice robe od ¢vora i do j, (i,j) € A
¢ = ukupna cena transporta

Za svaki ¢vor: ulaz — izlaz = narudzbina = —zaliha

xj; su nenegativni celi brojevi za (i,j) € A



C — 7xab _|_ 6xac + 12xad + 3xbd + 2xcd — mln

a: —Xab — Xac — Xad = -8
b: Xab — Xbd = 1
c: Xac — Xeqg = —1
d: Xad + Xpd + Xed = 8

Xab >0, Xac>0, xag>0, xpq=>0, xeg=>0

Xab € Z, Xac € Z, Xad € Z, Xpd c Z, Xcd € Z
Problem mreznog protoka je problem celobrojnog linearnog progra-
miranja.
Ako su zalihe (narudZbine) celi brojevi i ako postoji reSenje, onda
postoji celobrojno reSenje.
Ako reSenje ne postoji, problem je nedopustiv (nije neogranicen).



U opStem slucaju
Z Cij Xij — min
(ij)eA
(i, k)eA (k, ]) cA

x,-]-ZO,xi]-EZ, za (i,j)EA

Koeficijente c;j, x;j, by smeStamo redom u vektor kolone c, x, b.

Primar Dual
7 =cTx — min —& = —bTy — max
Ax=—b Aly+z=c
x>0 z>0

Jednacine duala glase: V(i,j) € A, —y; +y; + zij = cij, zij > 0.
Formati matrica: A - m x n;c,x,z—=nx1; b,y = m x 1.
A je matrica sistema, rang(A) =m — 1.



A= 1 , -1 _ | je matrica incidencija grafa.
1 1 1
Struktura matrice sistema je takva da proizvoljnu jednacinu oblika
ulaz — izlaz = —zaliha mozZemo izbaciti. Zato re¢nik dobijamo kad

m — 1 promenljivu primara (bazi¢ne) izrazimo preko nebazi¢nih. Ne-
bazi¢ne promenljive u re¢nickom resenju su 0.

U odgovaraju¢em dualnom re¢niku z promenljive koje odgovaraju ba-
zi¢nim promenljivama primara su O.

Za povezan graf postoji pokrivajuce drvo sa m — 1 grana. Grane pokri-
vajuteg drveta su bazitne promenljive primara. Njihove vrednosti u
recnickom reSenju se dobijaju iz sistema jednacina zaliha za ¢vorove.
Dobijeni protok nazivamo balansirani protok.



Ako su vrednosti bazi¢nih promenljivih u balansiranom protoku ne-
negativne, kazemo da je balansirani protok dopustiv.

Koristedi teoriju Simplex algoritma zakljucujemo da ako postoji op-
timalno reSenje onda postoji i optimalno reSenje sa m — 1 bazi¢nih
promenljivih.

Osim, ako problem nije dopustiv, odnosno, ako ne postoji dopustiv
protok, tada je S = @. Zbog nenegativnosti cena nije mogu¢ slucaj da
je problem neogranicen ({ — —oo nije moguce).

U prakti¢noj primeni balansirani protok dobijamo polaze¢i od ,lista”
pokrivaju¢eg drveta. Ako je zbir svih zaliha jednak O onda za dato
pokrivajuce drvo postoji balansirani protok.

Zato Sto je jedna jednacina primara zavisna (i moze da se izbaci),

reSenje jednacina duala nije jedinstveno. MoZe se pokazati da je jedna
od y; promenljivih proizvoljna. Biramo da to bude y; koja odgovara



izbacenoj jednacini primara, ¢vor k nazivamo ,koren”.

Ostale y promenljive racunamo iz jednacina duala koje odgovaraju
granama pokrivajuceg drveta (bazi¢nim), vrednosti piSemo u ¢vorove.
Potom Kkoristeéi ostale (nebazi¢ne) grane, koriste¢i jednacine duala
koje njima odgovaraju, racunamo z promenljive, njih piSemo pored
grana.

Umesto u tabelama, vrednosti promenljivih piSemo na crtezu grafa.
Na granu piSemo x vrednost ako je bazi¢na, odnosno, z vrednost ako
je nebazicna a y vrednosti piSemo unutar ¢vorova.

Simplex algoritam ¢emo izvoditi na crtezu grafa, bazi¢ne promenljive
¢emo obelezavati crvenom bojom. Vodi¢emo samo recnicka resenja
koja odgovaraju izabranoj bazi.

Zamena nebazitne i bazi¢ne promenljive je pivotizacija. Novo rec-
nicko resenje dobijamo primenom pravila kontura i pravila mostova.



Ako je balansirani protok dopustiv do optimuma dolazimo koristeci:

11 Primarni simplex algoritam

Primarna pivotizacija: U bazu ulazi grana koja ima negativnu z vred-
nost. Ta grana zatvara konturu sa bazi¢nim granama. Po toj konturi
azuriramo x vrednosti sa nekim ¢ primenom pravila kontura.

Pravilo kontura: Uslovi zaliha ostaju zadovoljeni ako se idudi po
konturi u zavisnosti od smera dodaje ili oduzima ista vrednost t.

Biramo vrednost ¢t > 0 tako da ni jedna od bazi¢nih promenljivih ne
postane negativna, a bar jedna postane 0. Jedna od promenljivih koja
postane O se bira da izade iz baze. Izbor grane sa konture za ulazak u
bazu oCuvava pokrivajuce drvo. Novi rec¢nik ¢e biti primarno dopustiv.

Vra¢amo se na korak izbora negativne z vrednosti dok sve z vrednosti



ne postanu nenegativne. Tada smo dobili dualno dopustiv recnik,
odnosno optimalan re¢nik. Ako se ne vratimo u recnicko resenje u
kome smo bili, po teoriji Simplex algoritma, posle konacnog broja
pivotizacija ¢emo dodi u optimalno resSenje.

Dualne promenljive azuriramo koriste¢i pravilo mostova. Ako granu
odabranu da izade iz baze izbacimo pre nego Sto ubacimo novu granu
u bazu, ¢vorovi se, prema povezanosti, dele u dve grupe, izmedu te
dve grupe povla¢imo granicu.

Pravilo mostova: Pri odabranoj pivotizaciji, menjaju se z promen-
ljive dualnog rec¢nickog resenja samo za grane koje idu preko granice
dodavanjem ili oduzimanjem iste vrednosti A u zavisnosti od smera
prelaska preko granice.

Vrednost A > 0 u pravilu mostova uzimamo kao suprotnu od z vred-
nosti grane koja ulazi u bazu, jer ona postaje 0.



Resiti problem dat kao
primer uzimajuéi poce-
tno pokrivaju¢e drvo:
ab, bd, cd.

Pivotizaciju vrSimo na grani ac.

8
(*=1-74+7-6+8-2=65

Pravilo kontura (zuta na slici) nam odreduje t vrednost (t = 7). Po-
mocu pravila mostova preko granice (zelena) azuriramo z vrednosti.

Kad se za dati problem minimizacije mreZnog protoka izracunaju x, y
i z vrednosti recnickog resenja, ako su z vrednosti nenegativne (z >
0), a nisu sve x vrednosti nenegativne, kazemo da je dati plan protoka
dualno dopustiv (a nije primarno dopustiv).

Za protok koji je dualno dopustiv, ako postoji reSenje, ono se moze
nadi pomoc¢u Dualnog simplex algoritma. Ili da nema resSenja (S = @).



12 Dualni simplex algoritam

Resiti problem mreznog protoka (levo) polazeéi od pokrivajuceg dr-
veta ad, be, cf, de, df. Izracunali smo (desno) x,y,z vrednosti.

kontura t=1
A=8




Vidimo da je balansirani protok dualno dopustiv (z > 0) i nije pri-
marno dopustiv (xg = —8 < 0).

Vrsimo dualnu pivotizaciju na grani cf. Izbacujemo granu cf iz baze,
skup ¢vorova se deli na dve grupe, na slici su odvojene granicom.
Vrednost z¢ = 0 uvecavamo za t. Po cf izlazi iz baze = A = 8.
pravilu mostova aZuriranje z vred- 3

nosti se vrsi tako Sto ¢emo vrednosti
Zpe = 1 1 zg¢ = 4 umanjiti za t. 12
Biramo f = 1, grana bc ulazi u bazu.
Ako bi grana bc usSla u bazu pre
nego Sto cf izade iz baze, nastala bi
kontura cfebc. Po pravilu kontura
vrednosti transporta (x) po konturi
se u jednom smeru povecavaju, u B (=350
suprotnom smanjuju za vrednost A. (U Optimalan protok




Resiti problem dat levo polaze¢i od ae, ba, bc, de.

o~

+t S —Q
Nema resenja



Prethodni problem nema reSenja, odnosno: ne postoji dopustivi ba-
lansirani protok, odnosno: skup dopustivih tacaka problema linear-
nog programiranja je prazan (S = @).

To se vidi zato Sto dualna pivotizacija koja bi izbacila granu de iz baze
daje neogranicen dual, pa je zbog slabe teoreme dualnosti primar ne-
mogu¢ (S = D).

Iako se to moglo primetiti na pocetku nalaZzenjem oblasti iz koje ne
izlaze grane a ima viska zaliha, ne vrsi se provera svih mogucih oblasti
na pocetku, jer ih moze biti veliki broj.



13 Parametarski self-dual simplex algoritam

Ako polazno drvo nije primarno dopustivo ni dualno dopustivo, ne
znamo da postoji resenje. Do reSenja ne mozemo doci primenom
primarnog ili dualnog simplex metoda.

Zbog toga se izraCunate vrednosti x i z perturbuju parametrom .
Xp + UXp, zy + uzn, gde je xg >0, zy > 0.

Za svaki protok nalazimo oblast vrednosti y za koje je primarno i
dualno dopustiv i piSemo pored grafa. Pivotizaciju vrSimo na grani
gde je realizovana najmanja vrednost oblasti dopustivih u.

W' =min{p:zy + pzy >0 i x5+ uxp > 0}.

Pivotizacija moZe biti primarna ili dualna, zavisi od odabrane grane.



Za izbor vrednosti t na grani koja menja mesto sa izabranom granom,
poredenje po veliCini se vrsi sa u := p*.

U pivotizacijama vodimo y u nomenklaturi sa zarezom: a + by = a,b.
Kad dobijemo da oblast dopustivih vrednosti za u sadrzi 0, dobili smo
optimalni protok (uvrStavanjem y = 0).

Ako uvrsStavanje u = 0 daje primarno ili dualno dopustiv protok, mo-
zemo nastaviti sa Primarnim, odnosno Dualnim simplex algoritmom.
Moguce je da prelazak na dualni simplex algoritam daje protok za koji
se vidi da ne postoji reSenje jer je S = Q.

Najée$cée uzimamo xp = [1,...,1]T, zy = [1,...,1]T, odnosno, pored x
i z vrednosti dopiSemo ,,,1”.

Moze se dokazati da Ce se, bez degenerisanih pivotizacija, ako resenje
postoji, u kona¢nom broju koraka, do¢i do optimuma.



Resiti problem dat levo polazed¢i od ab, cb, ce, de, ef.

Sy 1<pu<3 -1<u<1
t=23,1 t=6,0 Optimalan protok
A=3-1 A=1,-1 7* =31

Prvo je primenjena primarna pivotizacija na grani df, potom dualna
pivotizacija na grani ce i dobijen je optimalan protok, y =0 € [—1,1].



Resiti problem dat levo polaze¢i od ac, ad, bc, de.

2<u
t=-1,1, A=2,-1

Posmatramo poslednji protok. UvrStavanje y = 0 daje dualno dopu-
stivi protok. Nema grane koja ide preko granice u suprotnom smeru
od grane c e, zaklju¢ujemo da problem nema reSenja, S = @.



14 Najkraci put u mrezi

Naci najkrace puteve od ¢vorova a, b, ¢, d, f do ¢vora e ako su na slici
levo date udaljenosti. Po¢i od qurivajuéeg drveta ac, cd, de, be, fe.

1
t=1
. . A — 1 . .
Problem nalazenja najkraceg puta do jednog ¢vora (e) svodimo na
pronalazenje cene minimalnog transporta kroz mrezu, gde su cene
transporta jednake udaljenostima i zaliha robe u svakom ¢voru 1,

osim u odabranom ¢voru narudzbina je broj ¢vorova minus jedan.




15 Hickokov problem

Cene prevoza, potrebe tri prodavnice i zalihe u tri skladista date su u

tabeli. Naci optimalni plan transporta.

pl p2 p3]|zal
st 4 3 2|3
s2 | 3 4 5| 4
s3|4 5 6|5
pot| 5 4 3

Graf u zadatku je kompletni bipartitni: ¢vorovi se mogu podeliti na
one koji imaju zalihe, iz kojih polaze transporti i ¢vorove koji imaju
potrebe, u njih ulaze transporti. Postoje grane od svakog skladista do
svake prodavnice. Ovo je Hickokov (Hitchcock) problem.



Potreban uslov da problem minimizacije cene protoka ima reSenje je
da su suma zaliha i suma potreba jednake.

Ako ima viska zaliha, mozemo uvesti fiktivhog potrosaca; ako ima
viska potreba, mozemo uvesti fiktivnog snabdevaca. Cene ka njima i
od njih se stavljaju da su 0.

Jedno primarno dopustivo reSenje Hickokovog problema se moze do-
biti metodom severozapadnog ugla.

Posledica: Dovoljan uslov da Hickokov problem ima optimalno
reSenje je da je zbir zaliha jednak zbiru potreba.

Matematicka formulacija Hickokovog problema

Neka su zalihe u skladistima a4,a,,...,a,,, neka su potrebe u prodav-
nicama by, by,...,b, i neka su c;; cene prevoza od skladista i do pro-
davnice j,zai=1,2,...m,j=1,2,...n.



Neka je x;; kolitina robe koja se prevozi od skladisSta i do prodavnice
j. Ukupna cena prevoza je .

m n
C = ZECI'J Xij—» min

i=1j=1

n
in,j =a; 1€ {1,2,...,171},
=1

Xij = b]', ] € {1,2,...,71},
i=1

0<xij€Z,ic{1,2,....m},j€{1,2,...,n}.

m

Ovo je problem celobrojnog linearnog programiranja.
Resavacemo ga pomocu tabela transportnog problema.



Tabele transportnog problema

U polja tabele unosimo x;; ili z; ;, zavisno da li je grana od i-tog snab-
devaca do j-tog potro$aca primarno bazi¢na ili nebazi¢na. Vrednosti
z;; upisujemo u zagrade.

U gornji levi ugao svakog polja upisujemo cenu c;; transporta, a na
marginama y vrednosti.

Transportni algoritam

l. x:=primarno dopustivo resenije;
2. WHILE NOT test_optimalnosti(x)

3. pivotizacija(x);



Algoritam severozapadnog ugla
1. Po¢i od polja (i,j) := (1,1)
2. Xij = min(bi, —b]'),‘ b,:=0b; — Xij; b]' = b]‘ + Xij;

3. IF b; = 0 THEN predi u polje (i + 1,)
ELSE predi u polje (7,7 + 1);

4. Ponavljaj korake 2. do 3. i dodi do poslednjeg polja gde se moraju
sloziti preostala potreba i zaliha.

4 33 2 3

ot )P 4

4 5 26 3 5
5 4 3




Test optimalnosti

1. Biramo jedno y da je nula,

2. Ratunamo ostale y vrednosti tako da je za bazitne promenljive
Yi—Yi=¢cij

3. Racunamo z vrednosti za polja koja nisu bazi¢na tako da je
Yi—VYi+ Zij=Cij

4. IF Y(i,j)z;; > 0 THEN optimum ELSE negativan z; ; je pivot

P32 ()| o
o2t 2] ] 1
o) 21 3] o0




Pivotizacija
1. Sastaviti cikl od pivota i polja bazi¢nih promenljivih.

2. Polazeci od pivota, idu¢i po ciklu, naizmeni¢no dodeliti znak + i
— poljima cikla.

3. Od polja koja su dobila — na¢i polje sa najmanjom vrednoscu
koja iznosi t.

4. Polazedi od pivota, iduéi po ciklu, naizmeni¢no dodati i oduzeti
vrednost ¢ promenljivama x;; u ciklu.

5. Jedno od polja koje je u prethodnom koraku dobilo vrednost 0
izbaciti iz baze, a pivota ubaciti u bazu.



Na naSem primeru, pivotizacija daje

1 @ 2] 4
T4l @ @l s
oy |® al® 1] o
8 5 6
Uzimamo za pivota z3 1 = —4, nova pivotizacija omogucava da iz baze
izbacimo x1 1 ili x33. Biramo x ;.
W @ 3 4
S 4l o] @] 1
Yoo1l” 4 o] o
4 5 6




Vise nema negativnih z vrednosti, dobili smo dualno dopustivu, odno-
sno optimalnu, tabelu. ReSenje nije jedinstveno, ima nula z vrednosti.
Najjeftiniji transport ima cenu
(=2X3+3x4+4x1+5x4+6x0=42.

Zadatak

Cene prevoza, potrebe Cetiri prodavnice i zalihe u Cetiri skladista date
su u tabeli. Nac¢i optimalni plan transporta.

P1 Pz P3 P4 zal
S114 5 6 3|7
S5 4 6 68
S317 8 9 610
S4 (10 12 15 8 |15
pot |10 10 12 8



Vogelova metoda

1.

Za sve vrste i kolone izracunati apsolutnu vrednost razlike dve
najmanje nedodeljene cene transporta.

U vrsti ili koloni koja daje najvecu razliku oti¢i u polje sa najma-
njom nedodeljenom cenom transporta i dodeliti x; j : = min(b;, —b;);
b,:=b; — Xij; b]' = b]‘ + Xij-

. Ponavljaj korake 1. do 3. sve dok ne ostane samo jedna vrsta ili

kolona.

Dodeliti nedodeljene zalihe odnosno potrebe preostalim (bazic-
nim) promenljivama.

. Ako u bazi nema n + m — 1 elemenata, dodati potreban broj ele-

menata, ali tako da ne zatvaraju cikl sa postoje¢im bazi¢nim pro-
menljivama.



Dobijamo

15

15

11

12

12

12

10
10

10

10




Optimalna tabela, ¢ = 290.



16 Problem angazovanja

Zadatak

Trener plivacke reprezentacije
ima za Stafetu 4X100m na raspo-
laganju Cetiri plivaca ¢ija su vre-
mena na 100m po stilovima: slo-
bodno, ledno, prsno, baterflaj:

S L P B

57 61 64 62

55 63 65 64

59 64 66 63

56 62 67 64

Kako da sastavi najbolju Stafetu?

0w >

Resenje

Ovo je transportni problem: pli-
vaci imaju na raspolaganju jedno
plivanje koje treba da ,prebace”
na odredenu stazu, cena trans-
porta je jednaka vremenu koje pli-
vacu treba da ispliva.

Svaku stazu moZze plivati jedan
plivac, jedan plivac treba da pliva
jednu stazu.

Ukupna cena transporta je jed-
naka ukupnom vremenu Stafete.



Vrednosti x;; su 1 ako plivac i pliva stazu j, inace su 0.
Polazno resenje mozemo naci Vogelovom metodom:

61 64 62

7 (2) 0 1 0l o0
55 63 65 64

117 @ 1)) (2] o0
59 64 66 63

3" 2] ) 1] -1
56 O 62 1 67 (2) 64 (1) __1
5 | 61 | 64 | 62

Vidimo da je transport optimalan, tako da plivaci plivaju:
A — prsno, B — slobodno, C — baterflaj, D — ledno.
Ukupno vreme stafete je 244.



17 Sistemi masovnog opsluzivanja

Po jedan pacijent ima zakazano svakih 5min na klinici za odgovara-
judi test, pocevsi u 9:00. Test traje tacno 8min i obi¢no ga radi jedan
doktor. Ako ima tri ili viSe pacijenata u ¢ekaonici, drugi doktor poci-
nje da radi isti test, i nastavlja dok se ¢ekaonica ne isprazni (a on je
zavrsio test) kad se drugi doktor vraca na svoje standardne duznosti.

a) U kojim vremenskim trenucima drugi doktor prvi put pocinje i
zavrSava pomoc pri testiranju?

b) Koji je prosecan broj pacijenata na klinici izmedu 9:00 i 10:00?
c) Koji je prosecan broj pacijenata u ¢ekaonici izmedu 9:00 i 10:00?
d) Koji je prosecan broj pacijenata u ¢ekaonici?

e) Koji je prosecan broj pacijenata na klinici?



Resenje

Nacrtajmo grafikon za broj pacijenata na klinici za prvih 100min.
Predstavicemo na brojnoj osi, nulti momenat je 9:00 ¢asova.

br. pacijenata

I erioda
4 P

PEFEFEFS ENSN INRFETErE AATETIT AP AV AR
A

P I PEFEFENS IR INATIFIrE AATEA AT IATIrArE I | [T I IS I W E.
A HHHH




Sa grafika vidimo da se drugi lekar ukljucuje po isteku tridesetog mi-
nuta, a da prestaje sa radom po isteku sedamdeset osmog minuta, jer
tad nema nikog u ¢ekaonici. U tom momentu pocinje da se ponavlja
sitacija koja je bila na isteku tre¢eg minuta. Tako da zakljucujemo da
¢e se dogadaji od isteka treCeg do isteka sedamdeset osmog minuta
dalje periodi¢no ponavljati.
Sledeca ukljucenja drugog lekara ¢e biti u momentima

9:00 casova + 30 minuta + k * 75 minuta ,k=1,2,...,
a zavrSavace svoju pomo¢ u momentima

9:00 casova + 78 minuta + k * 75 minuta ,k=1,2,....

Na osnovu povrsine ispod krive sa grafika izmedu 0 i 60 minuta mo-
Zemo izraCunati prosecan broj klijenata na klinici izmedu 9:00 i 10:00.

1
L60:@(1 X74+2x20+3x%x27+4x6)=2.53333



Prosecan broj klijenata na klinici (posle dugog vremenskog perioda)
se dobija kao prosecan broj klijenata za vreme jedne periode:

L= 1X7+2x334+3%x29+4x6)=245333

75(
Napravimo grafik za broj pacijenata u ¢ekaonici.

cekaonica

perioda g

[nlimin|

PRFETErS S 4 b
vvvviww w|vvv—v—|vvvv|vvvv]vvvv[vvvv]vvvv[vvvv]vvvv[vvv—ﬂvvvv|v—v—v—v—| “““““““““““ +




Sad se lako vidi da je srednji broj klijenata koji ¢ekaju za prvih sat
vremena:

1
Liso = 75(0 x 14 +1 x 30 +2 x 16) = 1.03333,

odnosno, prosecan broj klijenata u ¢ekaonici u dugom vremenskom
periodu teZi ka proseku iz periode

1
Lg:= %(0 X 27 +1 x 3242 x 16) = 0.853333.

Na osnovu dobijenih grafika i periode koju smo otkrili, mozemo izra-
¢unati (na primer) i slede¢e podatke:

Prosectno vreme zauzetosti drugog lekara: (78 — 30)/75 = 0.64,
odnosno, 64% vremena je potreban i drugi lekar. Prose¢no vreme
koje je prvi lekar slobodan: 3/75 = 0.04, odnosno, 4% vremena
je prvi lekar slobodan. Verovatno¢u da cekaonica bude prazna:
27/75 = 0.36.



Resenje simulacijom

Napravljen je Simulink™model za dati problem, vidi se na slici 1.

~
> »iin 7
Second doc works \T} o L
econd doc works N wlin 5
~ Y Workspace L
0 £
Workspace S s o~
Lg »in Z
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w
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.| Path Combiner Bty Sk
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Slika 1: Simulink™model problema klinike
PuStanjem simulacije u rad za vreme 100 minuta dobijamo grafike za
broja klijenata na klinici L, i u ¢ekaonici Lg;, funkciju zauzetosti oba
doktora S; € [0,2], funkciju zauzetosti drugog doktora d1; € [0,1].




Perioda Perioda

4 .

i 1
LTRSS -

0 T T T N B | I I L 0 T S A U S SRV RN U SO |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

Drugi doktor radi

Slika 2: Levo: L; (crveno), Lg; (plavo) Desno: S; (crveno), d1; (plavo)

Sa grafika mozemo ocitati rezultate zadatka isto kao kad smo ,,peske”
reSavali. Prednost ovog nacina je Sto se rezultati mogu lako prebaciti
u MATLAB™da bi se sa njima dalje ratunalo.



Slucajni procesi

Kazemo da je {X(t) : t € [0,+c0)} slucajni proces ako je X funkcija
X :Q x [0,4+00) — R, koja je za svako fiksirano t € [0,+c0) slucajna
promenljiva X(t) : Q) — R.

Ako za sve t € [0,+o0) vazi X(t): Q) — Ry, gde je Rx najviSe pre-
brojiv skup (Rx = {x1,x2,...}), kazemo da je slucajni proces {X(t) :
t € [0,+00)} diskretno vredan. Tada je za proizvoljno t € [0,+o0)
slucajna promenljiva X (t) diskretna. Skup Rx zovemo skup stanja.

KaZemo da je diskretno vredan slu¢ajni proces {X(t) : t € [0,+0)}
Markovljev, ili da ima osobinu Markova, ako za sve x1,x5,...,X,, X, 11
iz skupa stanja Ry izasve t; <t <--- <t, < t,41 iz skupa [0, 400)

P(X(tp1) = x| X(t) = x1, X(t2) = x2,..., X(tn) = x,) =
= P (X(tns1) = x| X(tn) = xn) -



Posmatramo za t; < t; i x1,x, € Rx verovatnoce prelaza

p(t1,ta,x1,%7) 1=
P(X(t) = x| X(t1) = x1) .

Procese kod kojih verovatnoda p(ti,t;,x1,%2) ne zavisi od t; i t, vec
samo od njihove razlike t, — #;:

P(X(tz) = X2|X(t1) = Xl) = p(tz — tl,xl,xz)

nazivamo homogenim. Ubuduce posmatramo homogene, diskretno
vredne, Markovljeve procese.

Bez gubitka opstosti, uzimamo da je skup stanja Rx = {0,1,2,...}.



Homogeni, diskretno vredni Markovljevi procesi

Oznacavamo za € [0,+00)
pij(t) = P(X(s +t) = j|X(s) = i),

Vrednost p;;(t) tumacimo kao verovatnoc¢u da sistem za vreme f prede
iz stanja i u stanje j. Zbog homogenosti, ta verovatnoca je ista sve s.
Matrica

[poo(t) poi(t) poa(t)
pro(t) pia(t) pua(t)

PO = 1pan(t) par(t) paalt)

se naziva matrica verovatnoca prelaza.
Lako je videti da je P(0) = 1.



Raspodela verovatnoc¢e u momentu ¢:

. 0 1 2 ...
X<”'(po<t> pi(t) palt) >

gde je pi(t) = P(X(t) = k), za poznate vrednosti px(0),k=0,1,...
Verovatnosni vektor p(t) = (po(t), p1(f),...) nazivamo vektor stanja.

Jednaéine Cepmen—Kolmogorov

Vs,t >0P(s+t)=P(s)P(t), p(s+t)=p(s)P(t).
Brzine prelaza

DefiniSemo brzine prelaza A;; = lim
t—04

pi(t) —t pii(0) _ p;(0) .



Matricu A =

Ao Aox Ao -
Mo Aa1 A -
Ao Az1 Ago -

nazivamo matrica brzina prelaza.

Skica funkcije- pij, zai=j,1iza i-;é j daje geometrijsku interpretaciju
brzina prelaza: A;; = tana, gde je a ugao pod kojim p;; izlazi iz y-ose.

' pi(h)

pii(t), i #]
11




Lako se vidi da su elementi matrice A na dijagonali nepozitivni, a van
dijagonale nenegativni.

Zato $to je P(t) verovatnosna matrica (svi elementi su nenegativni
brojevi i zbir po vrstama je 1), zbir elemenata po vrstama matrice A
je 0.

Diferencijalne jednacine Cepmen-Kolmogorov

P'(t)=P(t)-A.
p'(t) =p(t)-A.

Oznaka za izvod vektora ili matrice p’(t) podrazumeva da se prvi iz-
vod uzima po svim komponentama. Dobija se sistem dif. jed.



Procesi radanja i umiranja

Za Markovljev, homogen, diskretno vredan slucajni proces ¢ija ma-
trica brzina prelaza je oblika

— Ao Ao 0 0 |
A | M — (A 4+ 1) M 0
10 U —(AM+pm2) Ay oo |7
gde su Ay > 0, )11 >0,..., 41 >0, 4y >0, ..., kazemo Eiaje proces

radanja i umiranja.

Za ovakve procese sa X(t) obelezavamo veli¢inu populacije u mo-
mentu ¢{. U pitanju mogu biti bioloSke populacije, klijenti u sistemu
opsluzivanja, kvarovi u nekom mehanizmu,. ..

Velic¢ine A; se tumace kao brzine radanja jedne jedinke za populaciju



Cija veli¢ina je j. Brojevi u; se tumace kao brzine umiranja jedne
jedinke u populaciji velicine j.
Ergodic¢nost
Kazemo da je proces radanja i umiranja ergodic¢an ako
V] € Ry, Elp;k, Vie Ry, tli—{?opi’j(t) = p;k

Ergodicni procesi posle dugog vremena (f — o0) ,zaboravljaju” iz kog
stanja su krenuli, vidimo po tome Sto je vrednost limesa ista za sve i.

Posledica ergodicnosti je da i vektori stanja teze ka ergodi¢nim vero-
vatno¢ama p*:

V] € RX,Hp]*,Vz € Rx,tli_{glopj(t) = ]9]*



Ako se na diferencijalnu jedna¢inu Cepmen-Kolmogorov za ergodi-

¢an proces radanja i umiranja primeni granicni proces sa t — oo, ona
prelazi u algebarski sistem jednacina

Pt =p(t)-A /(lim)
0=p"- A, gdejep” = (py,pi,...)

Taj sistem jednacina glasi:

0= p1p7 — Aopps
0= pap; — (A1 + 1) pi + Aops,
0= psps — (A2 + p2)p3 + A1pi,

Iz prve jednacine izrazimo pj preko p;: p; = %pg i to ubacimo u
drugu jednadinu: 0 = upp; — (M + ;41)2—(1);93 + Aopp-



Zatim izrazimo p; preko pi: p; = —;‘22; Po-

Nastavljajuci ovaj postupak dobijamo
M

* 1 4% — AgAq-Ak—1 % _
pk k pk*l Vl,uZVk pO/ k 1,2,--..
Za ergodiCne verovatnoce treba da vazi: pj+ p; + --- = 1. Dobijene

relacije ubacimo u ovu jednakost i dobijamo

A AgA
p3<1+—0+ - 1+---):1.
M1 H1l2

50

Ocigledno je da je proces radanja i umiranja ergodic¢an samo ako je
sp < o0, odnosno, ako suma u zagradi konvergira. Tada je pj = 1/so,
a ostale ergodi¢ne verovatnoce se dobijaju iz relacija:

Ao AoA o AdAAr

P P = PP = g




Poasonov slucajni proces

Proces radanja i umiranja Cija je matrica brzina prelaza

A A 0 0
A 0 -A A O --- \
=10 0 -AaA...| A0

zovemo Poasonov slucajni proces.

Ako se ovaj proces inicijalizuje iz stanja 0, sistem diferencijalnih jed-
nacina Cepmen-Kolmogorov:

o(t) = — Apo(t), po(0) =1,
1(£) = Apo(t) — Apa(t), p1(0) =0,
L(t) = Api(t) — Apa(t), p2(0) =0, ...



daje reSenje pi(t) = (Ak—t!)ke_“, k=0,1,2,...

Broj jedinki u momentu ¢ ima Poasonovu raspodelu: X(t) : P(At).
Ocekivana velicina populacije u momentu ¢ je E(X(t)) = At.

Ako se proces inicijalizuje iz stanja n > 0 jedinki, verovatnoce su iste,
samo ,,pomerene” za n:

Tada je ocekivana veli¢ina populacije u momentu ¢t: E(X(t)) = n + At.



Linearni proces Cistog radanja

Ako su brzine umiranja nula: ux =0, k =1,2,..., a brzine radanja
proporcionalne veli¢ini populacije: Ay = A -k, za A > 0, dobijamo li-
nearni proces ¢istog radanja.

Ovaj proces nema smisla inicijalizovati iz populacije veli¢ine 0, zato
uzimamo da je pocetna veli¢ina populacije 1.

0 0 0 0 0
0O -A A 0 0 -
A=1[0 0 —2X 20 0 ---|,A>0.
0 0 0 =313\ -

Velicinu A zovemo natalitet.



Sistem diferencijalnih jedna¢ina Cepmen-Kolmogorov:

po(t) = 0, po(0) =0,
pi(t) = — Api(t), p1(0) =1,
p5(t) = Api(t) —2Apa(t), p2(0) =0,
p5(t) =2Apa(t) — 3Aps(t), ps(0) =0,...

daje redenje pi(t) = (1 — e_”)k_l e M k=0,1,2,... Broj jedinki u mo-
mentu ¢ ima Geometrijsku raspodelu: X(t): G(e ).

Ocekivana veli¢ina populacije u momentu ¢ je E(X(t)) =e
Ako se ovaj proces inicijalizuje iz stanja od n jedinki, posmatramo ga

kao n nezavisnih procesa inicijalizovanih iz stanja 1 jedinke.
At

At

Tada je ocekivano stanje sistema E(X(t)) = ne



Linearni proces Cistog umiranja

Ako su brzine radanja nula: A, =0, k=0,1,..., a brzine umiranja pro-
porcionalne veli¢ini populacije: py = u -k, za u > 0, dobijamo linearni
proces Cistog umiranja.

Ovaj proces inicijalizujemo iz populacije veli¢ine n. Nema radanja,
zato nas interesuje samo konac¢na matrica brzina prelaza: sa stanjima
od 0 do n:

0 0 0 0 -- 0 0
u—-u 0 0--- 0 O
24 0

A= |0 2pu 2 0 0 |,u>0.

0 0 0 0 - np —np|
Veli¢inu y zovemo mortalitet.



Sistem diferencijalnih jedna¢ina Cepmen-Kolmogorov:

po(t) = upi(t), po(0) =0,
pi(t) = 2upa(t) — upi(t), p1(0) =0,
Pu_a(t) = nupa(t) — (n —Dupp-1(t), pu-1(0)=0
pu(t) = — npupu(t), . (0) =1.

ReSavanje sistema nam daje

pr(t) = (Z) (1- e—yt)”—k (e‘”f)k,

Slu¢ajna promenljive X(¢) ima Binomnu raspodelu B (1n,e *f).
Ocekivana veli¢ina populacije u momentu ¢ je E(X(t)) = ne .



Zadatak
Linearni Markovljev proces Cistog radanja sa natalitetom A = 2 inici-
jalizovan je iz stanja jedne jedinke.

Izracunati verovatno¢u da populacija bude veca od 3 posle jednog
sata.

Kolika je ocekivana veli¢ina populacije posle jednog sata?
Resenje

Koristimo formule za linearni proces Cistog radanja. Imamo A = 2,
t = 1. Uvodimo smenu

p=eM=¢21=0135335, g=1—p=0.864665.



Trazena verovatnoca je
P(X(1)>3)=1-P(X(1) <3) =1—(po(1) + p1(1) + p2(1) + ps(1)) =
=1—p(1+g+¢%) =1—0.135335(1 + 0.864665 + 0.864665%) = 0.6465

Ocekivana veli¢ina populacije je eM = e? = 7.3891.

Zadatak

Resiti prethodni zadatak ako je u pitanju Poasonov proces sa A = 2.
Resenje

Koristimo formule za pomereni Poasonov proces. TraZena verovat-
noca je

P(X(1)>3)=1-P(X(1) £3) =1—(po(1) + p1(1) + p2(1) + p3(1))



(At)?
>)

2
=1—(0+e M4+ Ate™ + ()‘Tt)e—“) =1—e M1+ At+

22
=1-0.135335(1+ 2 + E) =0.3233

Ocekivana veli¢ina populacije kroz 1 sat je

E(X(1)=1+At=1+2-1=3



Sistemi masovnog opsluzivanja M|M|r|k|FIFO

> k

Posmatramo sisteme masovnog opsluZivanja
sa r pribora za opsluzivanje i maksimalnom
duzinom reda k. Klijenti pristiZu u sistem sa
vremenom izmedu dva pristizanja rasporede-
nom po eksponencijalnoj raspodeli £(A), ne-
zavisno. Ako su svi pribori za opsluzivanje za-
uzeti, klijenti ¢ekaju u zajednickom redu po
redosledu pristizanja (FIFO = First In First
Out). Postoje i druge discipline reda, ako je
disciplina izostavljena, podrazumeva se FIFO.
Ako je k = oo, onda se u Kendalovoj notaciji
ne piSe. Tako bi M|M |2 bila oznaka za sistem
masovnog opsluzivanja sa dva pribora za op-
sluzivanje i beskona¢nim redom za cekanje.



Vreme opsluzivanja na svakom priboru je nezavisno od klijenta do
klijenta i ima eksponencijalnu raspodelu £ (u).

Proces pristizanja klijenata u sistem je Poasonov sa parametrom A, a
opsluzivanje klijenata na jednom priboru (kad nema ¢ekanja na pri-
stizanje klijenta) je Poasonov proces sa parametrom j.

Ako klijente sistema posmatramo kao jedinke populacije, onda je ovo
primer procesa radanja i umiranja ¢ija matrica brzina prelaza je

[—A A 0 o --- 0 0 0 0
o —(A+p) A 0 - 0 0 0 0
0 20 —(A+2u) A - 0 0 0 0
A= : : : : : : : :
0 0 0 0 i —(A+rp) A 0
0 0 0 0 0 i —(A+ru) A

Za sisteme masovnog opsluzivanja ¢emo izracunavati ergodi¢ne ve-
rovatnoce i posmatrati stanje sistema posle dovoljno dugog vremena.



Racunamo

A AZ A /\1’+1 /\r—i—z
50:1—’_;_'_@—'_“'7’!]47 +rr!yr+1 +1’21’!]/lr+2 L

Ova suma konvergira ako je A < ru, u tom slucaju je proces ergodican,
inace se proces zagusSuje i kako t — oo, broj klijenata u sistemu tezi
beskonacnosti.

Imamo py = %, a ostale verovatnoce dobijamo:

Pi=fbiv k=121 pi=gpiak=r+1lr+2,..

Ako je maksimalna duzina reda konacna, onda je skup mogudéih sta-
nja konacan. Onda klijenti koji dodu u sistem kad su sva mesta na
priborima i u redu za Cekanje zauzeta, dobijaju otkaz. U tom slu-
¢aju matrica A ne ide do beskonacnosti, ve¢ su Ay = A =--- =0
i pgs1 = Ygso = --- = 0. Tada suma sy ima konatno mnogo nenula
sabiraka, odnosno, konvergira.



DefiniSemo propusnu mo¢ sistema kao verovatnocu da klijent moze
udi u sistem: 1 — py_ ;.

Smatramo da posle dugog vremenskog perioda t dolazi do stabiliza-
cije sistema i da sistem dobija raspodelu

X(w)’(zgs 7911‘ :::)'

Ocekivani broj klijenata u sistemu, L, se racuna posle dugog vremen-
skog perioda kao ocekivanje slu¢ajne promenljive X(c0):

L= E(X(c0)) = Y _kpj.
k=1
Moze se naci i ocekivani broj klijenata u redu za ¢ekanje kao:

Ly=) kplix
k=1



Ako se sa A oznadi efektivna brzina ulazaka klijenata u sistem, onda

}\_{k:oo: A
k<oo: YiokAk=(1—p; A

Littleove formule daju W, ocCekivano vreme koje klijent provede u

sistemu; W,, oCekivano vreme koje klijent provede cekajudi, koristeci
AdL:
w=l w=l woww
- )_\r 7 q - K 7 - 0 V4

gde je W, = % ocekivano vreme opsluzivanja.



Zadatak

Banka ima dva Saltera. Svaki Salter opsluZuje klijente, nezavisno, sa
vremenom opsluZzivanja koje ima eksponencijalu raspodelu, sa pro-
seCnim trajanjen 1min.

Korisnici pristiZu u banku po Poasonovoj raspodeli (vreme izmedu
dva pristizanja ima nezavisnu eksponencijalnu raspodelu), prose¢no
100 klijenata na sat.

Izracunati

a) verovatnocu da u banci ima vise od tri klijenta.
b) verovatnocu da je prvi Salter slobodan.
c) prosecan broj klijenata u banci.

d) prosecan broj klijenata u redu za c¢ekanje.



e) prosecan broj zauzetih Saltera.
f) prose¢no vreme koje klijent provede u banci.

g) prosecno vreme koje klijent provede u redu.

Resenje

Ovo je sistem masovnog opsluZivanja M|M|2 sa A = 100k~ ! i %
1min = &h, odnosno, y = 60k~ 1.
Sistem je ergodican jer je A =100 < 2u = 120.
Sav racun obavljamo za stacionarno stanje. Izracunajmo ergoditne
verovatnoce.
S L S
u 22 22 T 28yA




—142 1+i+(i)2+(i>3+
Z 2 \2p 2
:1+& 1A—11
Pl—4;
Ergodi¢ne verovatnoce su:
., 1 . A, 5 . A, 25 . A . 125
Po:ﬁ/m:ﬁpozﬁrPzzﬂlﬁ:@r%:ﬂpz:@r---

Odnosno, slucajna promenljiva X (o0) ima raspodelu

01 2 3 -
X(Oo)‘(L 5 25 125 )
11 33 198 1188

Opsta formula je

* 1 * 5 * * )\ et 5 5 il
Po—ﬁ,m—ﬁfpk—m(ﬂ) —§(6> yk=2,3,...



a) py+ps+--=1—(pg+pi+p>s+p3)=

1 5 25 125 625
=1- (11 MEERATTRS 1188) = isg 00201

b) Prvi Salter je slobodan ako nikog nema u sistemu ili je samo jedan
klijent na drugom Salteru:
e 1 n 5 1
PO P =91 766~ 6
Rezultat mozemo tumaciti da je na Sest sati prvi Salter slobodan
oko jedan sat.

k—1
__p__5/38 _60_
c)L—ZkPk ka( ) _(1_1)2_(1—5/6)2_11_

2u
5.4545




2
A k1 pl A A1\ 2 125
d) Lq_ZkPk+2—ZkP1( ) :<—2};>=<—> L==3=

2y (1—=5)% \2p
3.7879

e) Prvi nac¢in: Posmatramo sluc¢ajnu promenljivu S = broj klijenata
na Salterima.
Njena raspodela je: S : ( 0* 1* . 2* )
Po P1 P2+ Pps+ -
ProseCan broj zauzetih Saltera je jednak ocekivanju slucajne pro-
menljive S.

Li=E(S)=0-po+1-pi+2(p3+p3+ps+-)=

5 1 5 5

= 42(1——— ) =2 =1.6667

33+( 11 33> 3 666
Druginaéin:Lﬁ—Lq:LﬁLS:L—Lq:@—g=§:1.6667

11 33 3



f) Maksimalna duZina reda je oo, zato A = A.

L % 3
Littlel: W = 5 = ﬁ = %h = 3minl6.36sec
Ly, % 5
g) Prvi nadin (Little2): W, = % = % = @h 2minl6.36sec

Drugi nacin, koristeéi o¢ekivano vreme opsluzivanja:
: 1 :
W, =1min = i = (Little3) : W, + W, =W =

= W,=W-W, = ih — —h = %h 2minl6.36sec



