Mrezni protok - minimizacija cene transporta kroz mrezu, nastavak

Zadatak

Dat je problem mreZnog protoka

Polazeci od pokrivajuéeg stabla: ac, ad, bc, de naéi naj-
jeftiniji plan transporta.

ResSenje

Crvenom bojom oznaCavamo pokrivajuée stablo.
Transporti na granama pokrivajueg stabla predsta-
vljaju bazi¢ne promenljive.

Vrednosti protoka x;; za grane balansiranog stabla (ba-
zi¢ne) piSemo na granu crvenom bojom. Za nebazi¢ne
promenljive je x;; = 0, te vrednosti ne piSemo.
Polazimo od jednog lista i racunamo iksove. Provera
je da poslednja x vrednost mora da zadovolji poslednju
jednacinu.

Potom biramo jedan y da bude 0, racunamo ostale y iz
jednadina duala, koje glase:

V(i,j)ed, yi—yitz;=cij.

Za ractunanje y vrednosti koristimo jednacine za grane
pokrivajuceg stabla za koje vazi z;; = 0.

Na nebazi¢nim granama piSemo crnom bojom vredno-
sti dualnih dodatnih promenljivih z;; koje dobijamo iz
gornjih dualnih jednacina, ali, za nebazi¢ne grane.

Vidimo da problem nije ni primarno ni dualno dopustiv
pa odmah perturbujemo dodavanjem p na x i z vredno-
sti, zapisujemo zarezima: a+bu = a, b.

Na prethodnoj slici su na granama prikazane x vrednosti
crvenom bojom, z vrednosti na granama crnom bojom
i y vrednosti u kruzi¢ima ¢vorova. Na slede¢im grafo-
vima pi§emo samo aZurirane x i z vrednosti.

VrSimo primarnu pivotizaciju, grana (c e) ulazi u bazu,
grana (a d) izlazi iz baze.

0,1

Vidimo da je dobijen dualno dopustiv problem (uvrsta-
vanje i = 0 daje sve z vrednosti nenegativne). Grana (c
e) treba da izade iz baze, njenim izbacivanjem se odva-
jaju podstabla {a, b, c } i {d, e}.

Nema grane koja spaja posmatrana stabla u suprotnom
smeru od grane (c e), zakljuCujemo da problem nema
resenja.



Mrezni protok - najkradi put

Zadatak

Na grafiku na slici su dati putevi i udaljenosti izmedu
tacakaabcdef:

Polazeci od pokrivajuéeg stabla: ac, cd, de, be, fe naci
najkracée puteve od ¢vorova a, b, ¢, d, f do ¢vora e.

ResSenje

Dodeli¢emo zalihe u svim ¢vorovima 1 (jedan putnik).
U ¢voru e ¢emo dodeliti potrebu —5 (svi treba da stignu
u ¢vor e). ReSi¢imo problem minimizacije transporta
na uobicajen nacin. Put po optimalnom pokrivajuéem
stablu (crvenim granama) nam daje najkraci put od po-
jedinog ¢vora do ¢vora e, vrednosti —y; daju udaljenost
¢vora i do ¢vora e.

Polazni graf: na granama nanosimo x (crvene) i z (crne)
vrednosti, u kruZi¢ima y vrednosti, Pored ¢vora piSemo

dodeljenu zalihu / potrebu.

Optimalan graf, udaljenost ¢vorova od ¢vora e dajemo
u tabeli:




Mrezni protok - Hitchcockov problem
Zadatak

Cene prevoza, potrebe tri prodavnice i zalihe u tri skla-
dista date su u tabeli.

st|4 3 2|3
s2|3 4 5|4
s34 5 6|5
pot‘ 5 4 3 ‘

Nadi optimalni plan transporta.

Resenje

Ovo je zadatak minimizacije mreznog protoka protoka.
-5 -4 -3

Graf u zadatku je bipartitni: ¢vorovi se mogu pode-
liti na one koji imaju zalihe (iz njih izlaze strelice) i
¢vorove koji imaju potrebe (u njih ulaze strelice). Ovaj
problem mreZnog protoka se naziva transportni pro-
blem.

Potreban uslov da bi transportni problem imao resenje
je da su suma zaliha i suma potreba jednake. Da ima
vi§ka zaliha, uveli bismo fiktivnog potrosaca; da ima
viSka potreba, uveli bismo fiktivnog snabdevaca. Cene
ka njima i od njih se stavljaju da su 0.

U ovom problemu, postoje grane od svakog snabdevaca
do svakog potrosaca. Transportni problem sa ovom 0so-
binom se naziva Hitchcockov problem.

Jedno primarno bazi¢no dopustivo reSenje, odnosno do-
pustivi balansirani protok, Hitchcockovog problema se
moze dobiti metodom severozapadnog ugla. Posledica:
Hitchcockov problem uvek ima optimalno resenje.
Umesto crtanja grafova, ovaj problem se moze reSiti po-
mocu tabela. U polja tabele unosimo x; ; ili z; ;, zavisno
da li je grana od i-tog snabdevaca do j-tog potroSacCa
deo pokrivajuceg stabla (bazi¢na) ili ne. Vrednosti z; ;
upisujemo u zagrade.

U gornji levi ugao svakog polja upisujemo cenu c; ;
transporta, a na marginama y vrednosti.

Algoritam severozapadnog ugla
1. Podi od polja (i, ) := (1,1)

2. xij:=min(b;,—b;);

3. IF b; =0 THEN predi u polje (i+ 1, j)
ELSE predi u polje (i, j+ 1);

4. Ponavljaj korake 2. do 3. i dodi do poslednjeg po-

lja gde se moraju sloZiti preostala potreba i za-
liha.

Primena ovog algoritma na problem iz zadatka daje:
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Sledecéi korak je

Test optimalnosti

1. Biramo jedno y da je nula,

2. RaCunamo ostale y vrednosti tako da je za ba-
ziCne promenljive y; —y; = ¢;

3. Racunamo z vrednosti za polja koja nisu bazicna
tako daje y; —yi +zij = ci,j

4. IF V(i,j) € &, z;j > 0 THEN optimum
ELSE negativan z; ; je pivot

Za dati problem dobijamo
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Dobili smo da je z; 3 = —4, transport nije dualno dopu-

stiv, odnosno, nije optimalan.

Za transportni problem, posto je u pitanju bipartitni graf
a polja u tabeli predstavljaju grane grafa, pivotizaciju
¢emo prilagoditi radu u tabelama.



Pivotizacija
1. Sastaviti cikl od pivota i polja bazi¢nih promen-
ljivih.
2. Polazeci od pivota, iduéi po ciklu, naizmeni¢no

dodeliti znak + 1 — poljima cikla.

3. Od polja koja su dobila — naéi polje sa najma-
njom vredno§¢u koja iznosi ¢.

4. Polazeci od pivota, iduci po ciklu, naizmenicno
dodati i oduzeti vrednost ¢ promenljivama x; ; u
ciklu.

5. Jedno od polja koje je u prethodnom koraku do-
bilo vrednost 0 izbaciti iz baze, a pivota ubaciti u
bazu.

Na nasem primeru, pivotizacija daje
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Uzimamo za pivota z3,; = —4, nova pivotizacija omo-

gucava da iz baze izbacimo x1  ili x3 3. Biramo xy ;.
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Vise nema negativnih z vrednosti, dobili smo dualno do-
pustivu, odnosno optimalnu, tabelu. ReSenje nije jedin-
stveno, ima nula z vrednosti. Najjeftiniji transport ima
cenu { =2x34+3x44+4x14+5x44+6x0=42.

Zadatak
Cene prevoza, potrebe Cetiri prodavnice i zalihe u Cetiri
skladiSta date su u tabeli.

P1P2P3P4zal
Si|4 5 6 3|7

S5 4 6 6|8
S| 7 8 9 610
Sq4 |10 12 15 8 | 15
pot| 10 10 12 8

Nadi optimalni plan transporta.

ReSenje

Radi brzeg dolaska do optimalnog resenja, polazno re-
Senje ¢emo naci Vogelovom metodom.

Vogelova metoda

1. Za sve vrste i kolone izraCunati apsolutnu vred-
nost razlike dve najmanje nedodeljene cene trans-
porta.

2. U vrsti ili koloni koja daje najvecu razliku otiéi u
polje sa najmanjom nedodeljenom cenom trans-
porta i dodeliti x;; := min(b;, —b;);b; 1= b; —
xi7j;bj = bj + X, -

3. Ponavljaj korake 1. do 3. sve dok ne ostane samo

jedna vrsta ili kolona.

4. Dodeliti nedodeljene zalihe odnosno potrebe pre-
ostalim (bazi¢nim) promenljivama.

5. Ako u bazi nema n+m — 1 elemenata, dodati po-
treban broj elemenata, ali tako da ne zatvaraju
cikl sa postoje¢im bazi¢nim promenljivama.

Dobijamo
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Nije optimalna tabela, pivot je z; 3 = —4. Redom dobi-
jamo nove tabele.
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Optimalna tabela, { = 290.



MreZni protok - transportni problem

Zadatak

Neka su u prethodnom zadatku ukinuti putni pravci
S3 — P, S4 — P>, S4 — P3, a sve ostalo je isto.
Nacdi optimalni plan transporta.

Resenje

Problem mozemo resiti isto kao prethodni zadatak, je-
dino stavljajudi za cene transporta na pravcima koji su
ukinuti M.

U toku reSavanja moZemo zamisliti da je M neki ve-
lik broj, veéi od svih ostalih brojeva u tabeli, recimo
M = 1000.

Kad reSimo problem, ako u optimalnoj tabeli dobijemo

lim { = oo, odnosno, ako vrednosti na nepostoje¢im
M—>o0

putnim pravcima nisu nula, zaklju¢ujemo da ne postoji
dopustivo reSenje transporta koje zadovoljava potrebe i
zalihe (pa onda ne postoji ni optimalno).

Ako postoji dopustivo reSenje (balansirani dopustivi
protok), onda postoji i optimalno reSenje.

Kao polazno ,dopustivo" resenje moZemo uzeti opti-
malno reSenje iz prehodnog zadatka, ono zadovoljava
zalihe i potrebe. Naravno, posto postoji transport koji
ide ukinutim pravcem (S3 — P3), ovaj transport nece
biti optimalan.

Racunamo y i z vrednosti. U svom racunu vodimo M

Problem angaZovanja

Zadatak

Trener plivacke reprezentacije ima za Stafetu 4X100m
na raspolaganju Cetiri plivaca Cija su vremena na 100m
po stilovima: slobodno, ledno, prsno, baterflaj, data u

tabeli.
|S L P B

A |57 61 64 62
B |55 63 65 64
C|59 64 66 63
D |56 62 67 64

Kako da sastavi najbolju Stafetu?

ReSenje

Ovo je transportni problem: plivaci imaju na raspolaga-
nju jedno plivanje koje treba da ,prebace"na odredenu
stazu, cena transporta je jednaka vremenu koje mu treba
da ispliva.

kao promenljivu.
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Optimalna tabela, { = 295.

Svaku stazu moZe plivati jedan plivac, jedan plivac
treba da pliva jednu stazu.

Ukupna cena transporta je jednaka ukupnom vremenu
Stafete, traZi se minimum.

Polazno reSenje moZemo naci Vogelovom metodom:

Tl o[ 2 o] o
55 63 65 64

1 (2) (1) 2] 0
59 64 66 63

3) (2) (1) 1~
SN N
55 61 64 62

Vidimo da je transport optimalan, tako da plivaci pli-
vaju: A — prsno, B — slobodno, C — baterflaj, D —
ledno.

Ukupno vreme Stafete je 244.



