Mrezni protok - minimizacija cene transporta kroz mrezu

Dat je problem mreznog protoka

Polazeci od pokrivajuéeg stabla:
a) ab, ag, be, ed, fe, gf, gi, ha
b) ab, bc, be, ed, fe, gf, hc, id
¢) ab, bc, bh, bi, cd, ed, fe, gf
naci najjeftiniji plan transporta.
a) Crvenom oznacavamo pokrivajuée stablo.

Transporti na granama pokrivajueg stabla predsta-
vljaju bazi¢ne promenljive. Balansirani protok dobi-
jamo iz jednacina da za ¢vor k mora biti zbir razlika
ulaza i izlaza jednaka iskazanoj potrebi:
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Vrednosti protoka x;; za grane balansiranog stabla (ba-
zicne) piSemo na granu crvenom bojom. Za nebazi¢ne
promenljive je x;; = 0, njihove vrednosti ne piSemo. Na
nebazi¢nom granama piSemo crnom bojom vrednosti
dualnih dodatnih promenljivih z;;.

Primar Dual
¢ =c’x — min & =—b"y — max
Ax=—b Aly+z=c
x>0 z>0

Jednacine duala glase: V(i, j) € <7, y; — yi+zij = cij.
Formati: A -mXxn;c,x,z—>nx1; b,y -mx 1.
Koriste¢i princip dualne komplementarnosti: V(i, j) €
4/, x;jzij = 0, iz jednacina duala za grane pokrivajuceg
stabla, birajuci y, = 0, raCunamo preostale dualne pro-
menljive, upisujemo ih u kruzice.

Potom, iz istih jednacina, primenjenim na nebazi¢ne
grane, racunamo dualne dodatne promenljive i piSemo

ih crnom bojom na odgovaraju¢im granama.

Vidimo (na pr. zy; = —6) da dati plan transporta nije
dualno dopustiv, stoga nije optimalan. Za pivotizaciju
¢emo uzeti da grana (h i) ulazi u bazu. Sa nekim gra-
nama pokrivajuéeg stabla ona ¢ini konturu i h a g i.
Iduéi po konturi, od grana koje su suprotno usmerene
od grane (h i), minimalni protok je = 1 na grani (a g),
stoga ona izlazi iz baze.
Pivotizaciju x vrednosti vr§imo tako $to vrednost r = 1
dodajemo transportima u konturi koje su usmerene kao
grana (h i), a oduzimamo transportima koji su usmereni
suprotno.
Ako bi u planu transporta sa slike izbacili granu (a g),
koja izlazi iz baze, ¢vorovi pokrivajuéeg stabla bi bili
podeljeni u dve grupe: {a, b, c,h}1i{d, e, f, g,i}.
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Pivotizaciju z vrednosti vr§imo tako $to z vrednosti na
granama koje spajaju ove dve grupe ¢vorova smanju-
jemo ili povecavamo u skladu sa granom (h i). Ona
ulazi u bazu i njeno zy; se povecava sa —6 na 0. Isto



tako se pivotizuju grane (a g), (b e), (bf), (bi), (cd). z
vrednosti na granama (f ¢) i (i ¢) se smanjuju za 6, jer te
grane spajaju dve grupe ¢vorova suprotno od grane (h
i). Ostale z vrednosti se ne menjaju.

Za planove transporta posle pocetnog raCunamo samo x
i z vrednosti.

Poslednji plan transporta je i primarno i dualno dopu-
stiv, pa je optimalan.

Ukupna cena transporta je

§ = Xab - Cab +Xbe * Cbe + Xbj * Cbi + Xed * Ced + Xfe * Cret
+ng-cgf+xgi-cg;—l—xhc~chc =2-2+1-1+1-14+2-5+
+1-9+3-444-2+1-2=47

b) Izracunavamo balansirani protok po stablu.

Dobijeni transport nije primarno dopustiv (xjq = —3),
ali jeste dualno dopustiv (z > 0). VrSicemo dualne sim-
plex pivotizacije. Biramo granu (i d) da izade iz baze.
Onda ée zjg uéi u dualnu bazu i promeniti vrednost
Ot

Cvor i ostaje izolovan. Od svih grana koje ulaze u &vor
i, z vrednosti ¢e biti azurirane smanjivanjem za vred-
nost . Da bi protok ostao dualno dopustiv, biramo

min{zb;,zg;,zh;} = zp; = 1 =t¢. Na granama koje izlaze
iz ¢vora i, z vrednosti se uvecavaju za f.

AZuriranje x vrednosti vr§imo kad u postojeem trans-
portu nademo konturu od bazi¢nih promenljivih i grane
(b i). Konturu ¢ine ¢vorovi bid e b. Na grani (i d) vred-
nost x;y = —3 +— 0, isto se xp; uvecava sa 0 na 3. Na
granama orijentisanim suprotno od (i d) umanjuje za 3.

Zatim, grana (b e) izlazi iz baze, (g i) ulazi u bazu. Ta-
bela koja se dobija je identi¢na optimalnoj tabeli dobi-
jenoj pod a), dobili smo optimalno resenje.

¢) Dati protok nije ni primarno ni dualno dopustiv.

Stoga problem perturbujemo dodavajuci vrednost u
svim x i z vrednostima. Pivotizacija na perturbovanom
problemu ne narusava uslove primara niti duala.

Radi lakSeg predstavljanja na grafu, x i z vrednosti
koje sadrze pu ¢emo prikazivati u notaciji sa zarezom:
a+bu=a,b.

Pored grafa ¢emo napisati za koje vrednosti U je plan
optimalan. Naravno, ne mozemo dopustiti da je u # 0,
pa ¢emo vrSiti pivotizacije, po potrebi dualne i primarne



sve dok ne dobijemo da dopustive vrednosti za g uklju-
¢uju nulu. Onda se uvrStavanjem y = 0 dobija opti-
malni plan transporta.

Slededi grafik je isti, jedino su x i z vrednosti perturbo-

vane, y vrednosti izostavljene.
1,1

2<u Vrednost i = 0 ulazi u dopustive vrednosti za U, stoga
ubacujemo y = 0, odnosno briSemo vrednosti iza za-
reza i dobijamo optimalnu tabelu, istu koju smo dobili
Grana (b h) izlazi iz baze, (h ¢) ulazi u bazu. pod a) i b), sa optimalnom cenom transporta § = 47.






