/! )
Yo 21

,Z,zw

0 25/3 —25/3|500/3
1 8/3 —5/3 |340/3

2|\y1 vy
Al 1 0
Y710 —1

0 0

Resenje duala:

/
\
\

\

A

0 .7/12 5/12( 215/3>
L— N

y* = (vi,y3,y3") = (500/3,0,340/3), z* = (0,0), &* =71+2/3

Otitavamo i reSenje primara, koji je dual od duala:
x* = (7/12,5/12), w* = (0,0,0), I* =71 +2/3

Koriste¢i postavljanje duala u opStem obliku: (veza y» =y} — y5

Primar

—{ = —80x1 — 60x2 — max

0.20x; 4+ 0.32x, < 0.25
X1 + X2 1

x12>20, x22>0

Dual

—¢ = 0.25y1 + y2 — min

—80
—60

0.20y1 + w2
0.32]/1 +

y12>20

>
>



Za problem linearnog programiranja postaviti dual, resiti primar i dual

{ = 3x1 4 4xy — x3 — max

4x; — xp — 2x3 > 4
3x1 + 5x < 15
X1 + xp — x3 < 6

x120, x0>0

¢ = —4y1 + 15y, + 6y3 — min

4]/1
n
2]/1

+ 3]/2
+ 5]/2

_|_
_|_

Y3
Y3
Y3

v Iv

120, >0, y3>0

Uvodimo smenu x3 = x; — x4, dodajemo x5 > 01i x4 > 0.
3= X3~ X3, J 3 3

1| x x x5 x5 w; wy w3 Xo
wp | —4 1 2 -2 1 0 0 -1|-4
wy | 3 5 0 O o0 1 0 -—-1] 15
ws | 1 1 -1 1 o o0 1 -1 6
-3 -4 1 -1 0 0 0 O 0
0 0 0 0o 0 0 0 1 0

=~ W



Prvi nacin:

reSavamo primar

-1 x Xp W1 Wy W3 Xg
wy | 1/5 8/25 1 0 0 —1]|1/4
wy | 1 1 0.1 0 -1 1
w3 -1 -1 0 0 1 —-1| -1
80 60 0 0/ 0 0 0
0 0o 0 /0 0 1 0/
0| x1 X2 w1 w2 (7)) ‘;
wy | 6/5 33/25/1 |0 —1 0 |5/4
wy | 2 p) 01 -1 0 2|
x| 1 1 0 0 -1 1 1
80 60 0 0 0 0 0]
-1 -1 0 0 1 0| -
1|xg x w wy ws
wy |0 3/25 1 0 1/5[1/20
wy | O 0 0 1 1}t o0
x| 1 1 0 0 -1 1
0 —20 0 0 80 | —80

= —714-2/5

21 x1 X wq wo w3
x| 0.1 25/3 0 5/3 | (5/12)
w00 0 1 1 0
x| 1 0 -25/3 0 —=8/3| (7/12
0 0 500/3 0 340/3| —215/3
ReSenje primara:
x* = (7/12,5/12), w* = (0,0,0)
G =215/3 =~ 71—|—2/3
Re$enje duala: \\‘ -
(koji ¢e biti postavljen dole)
y* =(500/3,0,340/3), z* = (0,0)



Problem linearnog programiranja

1. Dovesti problem linearnog programiranja na standardni oblik

—x1 — 2xp — 3x3 — min
X1 — ZXQ — 3X3 Z 3
X1 + 3x2 + 2x3 < 13
29 + x + 6x3 = 2
xi =20, x520.
2. Resiti problem linearnog programiranja
X1 + 2x» 4+ 3x3 — min
x1 + 3xp + 2x3 < 3
4x;1 + 5x» 4+ 6x3 < 13

x120, x>0, x32>0.

3. Napisati pocetni recnik za problem linearnog programiranja iz prethodnog zadatka.



4. Resiti problem linearnog programiranja

X1 + 2x + 3x3 — min
X3 < 3

dx) + + x3 < 11
6x2 < 12

x1 + x + x3 < 10

x120, x>0, x32>0.
5. Resiti problem linearnog programiranja

x1 + 2xp» 4+ 3x3 — max
X3 < 3

4x1 + + x3 <11
6XQ < 12

X1 + x2 + x3 < 10

x120, x>0, x3>0.

6. Napisati pocetni recnik za problem linearnog programiranja iz prethodnog zadatka.



7. Rediti problem linearnog programiranja

X1
4x1

X1

8. Resiti problem linearnog programiranja

X1
X1

X1

+ 2x» 4+ 3x3 — min

X3 < 3

+ + x3 < 11

6x2 < 12

+ x + x < 10

+ 2x, + 3x3 — max
+ x4+ x3 > 10
X3 > 3

+ - x3 < 11
6x2 < 12

x120, x>0, x3>0.



Postaviti problem linearnog programiranja koji reSava zadatak

1. Prodavnica zdrave hrane pravi smesu dve vrste mizli. U Sport mizlima ima 20%
pSeni¢nih pahuljica, a u Tropic mizlima ima 32% pSeni¢nih pahuljica. Tropic mizle
kostaju 60 pfeniga kg a Sport mizle 80 pfeniga kg. Koliko kojih mizli treba staviti u
1 kg smese pa da se koli¢ina pSeni¢nih pahuljica odrzi do 25%, a da smesa bude §to
jeftinija?

2. Prodavnica kuénih ljubimaca je odredila da je za dnevnu ishranu jednog hr¢ka po-
trebno 70 jedinica belanc¢evina, 100 jedinica ugljenih hidrata i 20 jedinica masnoce
na dan. U skladistu se nalaze Sest vrsta semena sa specifikacijama:

seme | belanc¢. | uglj. hidr. | masnoce | cena
A 20 50 4 2
B 30 30 9 3
C 40 20 11 5
D 40 25 10 6
E 45 50 9 8
F 30 20 10 8

Koliko kojeg semena treba staviti u dnevnu ishranu da bi cena smese bila $to manja?



3. Snabdevat studentskog restorana treba da spremi barem 500 litara egzotika od pet
sokova iz skladista. Egzotik treba da sadrzi barem 20% dusa od narandZe, 10 % dusa
od grejpfruta i 5% dusa od kupine. Koliko kojeg soka treba da smesa u egzotik pa da

postigne minimalnu cenu?

orange | grejpfrut | kupina zaliha cena
sok | juice (%) | juice (%) | juice (%) | (litara) | din / lit
A 40 40 0 200 1.50
B 5 10 20 400 0.75
C 100 0 0 100 2.00
D 0 100 0 50 1.75
E 0 0 0 800 0.25




4. Resiti problem linearnog programiranja

X2 — maX

g —
2x1
0 X1 Xy W1 Wy
wp| 1 5 1 05
wy | 2 1 0 1 |4
-1 -1 0 0 0
1| x Xo wq Wy
w0 9/2 1 -1/2]3
x| 1 1/2 0 1/2 |2
0 -1/2 0 1/2 |2

% =5/3, % —=2/3

r=7/3

5
< 4
XQZO
2 X1 X2 w1 wa
x|0 1 2/9 -1/9|2/3
x1|1 0 —-1/9 5/9 |5/3
0o 0 1/9 4/9 |7/3



5. Fabrika proizvodi artikle A, B i C. Za Proizvodnju artikla A treba 2 jedinice sirovine
S1, 3 jedinice sirovine S2 i 4 jedinice sirovine S3. Za proizvod B treba redom 1, 3,
2 jedinice sirovina S1, S2 i S3. Za artikal C treba redom 3, 1, 4 jedinice sirovina S1,
S2 i S3. Na raspolaganju nam je 10 jedinica sirovine S1, 25 jedinica sirovine S2 i 30
jedinica sirovine S3 dnevno.

Artikal A se na masini M1 obraduje 3 sata, a na masini M2 4 sata. Artikal B se obraduje
na masini M1 4 sata i na masini M2 3 sata. Artikal C se obraduje na masini M1 2 sata
i na masini M2 3 sata. Masine M1 i M2 mogu biti istovremeno angazovane na jednom
artiklu. Na jednoj masini se moZe obradivati samo jedan artikal u jednom momentu.

Cena jednog komada artikla A je 8 novcanih jedinica, artikla B je 5 novcanih jedinica,
artikla C je 7 novcanih jedinica.

Koliko dnevno treba proizvoditi kojeg proizvoda, da bi zarada bila maksimalna?



Uveséemo velidine:

x1 = broj proizvedenih artikala A
X, = broj proizvedenih artikala B
x3 = broj proizvedenih artikala C

{ = zarada

€:8X1 + 5x7 —|—7X3 — max

2x1
3X1
4X1
3X1
4X1

+ o+t

X2
3x2
ZXZ
4x2
3x2

++ 4+

3X3

X3
4X3
ZX3
3X3

VARVAR VAN VAR VAN

%1 = Uy 4 2= 0, g2 0:

10
25
30
24
24

2x1
3X1
4X1

4X1

¢
_|_
_|_
_|_
_|_
_|_
>0,

= 8x1 + 5x7 + 7x3 — max

X2
3x2
ZXZ
4XZ
3x2

++ 4+

3X3

X3
4X3
ZX3
3X3

+
+
+
+

w1
w»
w3
Wy
ws

10
25
30
24
24

X0 20,x32>0, w1 20, wp >0,

w3 >0, wy >0, ws > 0.



Ol x1 x2 x3 w1 Wy W3 Wyq Ws

w1 | 2 1 3 1 0 0 0 0110

wy | 3 3 1 0 1 0 0 0|25

ws | 4 2 4 0 0 1 0 0|30

wyg | 3 4 2 0 0 0 1 0|24

ws | 4 3 3 0 0 0 0 1|24

-8 -5 -7 0 0 0 0 O 0

1]x1 x X3 w1 Wy W3 Wy Ws

x| 1 1/2 3/2 1/2 0 0 0 O 5
w, |0 3/2 -7/2 =-3/2 1 0 0 0 |10
w3 | 0 O —2 —2 0O 1 0 0110
wy| 0 5/2 =5/2 -3/2 0 0 1 O 9
ws | 0 1 -3 —2 0O 0 0 1 4
0 -1 5 4 0 0 0 0 (40




21x1 x2 X3 wq Wy W3 W4 Ws
x|1 0 2 4/5 0 0 -1/5 0 16/5
w0 0 -2 -3/5 1 0 -=-3/5 0 23/5
w3 0 0 -2 =2 0 1 0 0 10
x»|0 1 -1 =-3/5 0 0 2/5 0 18/5
ws| 0 0 -2 -7/5 0 0 -=-2/5 1 2/5
o o 4 17/5 0 0 2/5 0 |218/5

x] =16/5, x3 =18/5, x3 =0
* =218/5

Resiti problem linearnog programiranja

Na sledeé¢im stranama zadaci su a), b), e), ), g). ReSi¢emo ih grafickim i Simplex metodom.



X2
X1 4+ X» — min
X1 < —1
X1 — Xp > 0
X2 < 2
x1>0, x>0

Sa slike vidimo da je re$enje problema xj =1, x; =0, {*




Simplex metod

Problem dovodimo u standardni oblik sa jednakostima:

X1 + X2 —  min
- X1 + w = -1 + x9
- X1 + X2 +  w» = 0 + X0
X2 + w3 = 2 + X0

x>0, x2>20, w120, wp,>0, w3=>0, x>0

Dodata je veStatka promenljiva xy. Prvo reSavamo problem minimizacije {; = xo. Kad
ga res$imo i u reSenju dobijemo xy = 0, dosli smo do re¢nika pocetnog problema. Odatle
nastavljamo da reSavamo pocetni problem.

1| x4 xp w; wy wz Xp
w|—-1 0 1 0 0 -—-1|-1
wy, | —1 1 0 1 0 -1 0
w3 0 1 0 0 1 -1 2
Zy 1.1 0 0 0 O 0
100 0 0 0 O 1 0




0l x1 xp w1 wy w3 Xp
x| 1 0 -1 0 0 1 1
w0 1 -1 1 0 O 1
w3 1 1 -1 0 1 O 3
(11 0 0 O O 0
1]—-1 0 1 0O 0 O01|-1
1ix1 xo0 w1 wy ws
x| 1 0 =1 0 O 1
w0 1 -1 1 0 1
w30 1 0 0 1 2
1o 1 1 0 0 ]-1

Dobili smo optimalno resenje pomocéngo problema, to je dopustiv recnik pocetnog pro-

blema, ujedno i optimalni re¢nik po¢etnog problema.




{ = x1 + x» — max
— X1 < —1
X1 — Xp 2> 0
X2 < 2
x12>20, x>0

Graficki metod

Sa slike resenja a) vidimo da reSenje problema ne postoji jer se vrednost funkcije cilja
moZe proizvoljno povecavati (oblast dopustivih ta¢aka S je neogranitena).



Simplex metod

Isto kao u prethodnom zadatku dovedemo problem u oblik sa jednakostima i uvodimo
promenljivu xg.

-1 x 1 Xy W1 Wy W3 Xp
w|—-1 0 1 0 0 -—-1]-1
w|-1 1 0 1 0 -1 0
w3 | 0 1 0 0 1 -1 2
{|-1 -1 0 0 0 O 0
1] 0 O 0 0 0 1 0
Vestacka promenljiva x( ulazi u bazu!
Polazna tabela
Ol x1 x w1 wy w3 Xg
xo| 1 0O -1 0 0 1 1
wy | 0 1 -1 1 0 O 1
ws | 1 1 -1 0 1 0 3
(/-1 -1 0 0 0 O 0
Gi|-1 0 1 0 0 0]-1




Vestacka promenljiva xj izlazi iz baze!

3| x1 xo w1 wy w3
xx/1 0 0 -1 1 2
x>0 1 0 O 12
w0 0 1 -1 11
0O 0 0 -1 2 4

1 x1 xo w1 wy w3
xx/1 0 -1 0 0|1
w0 1 -1 1 0|1
wy |0 1 0 0 1|2
/0 -1 =1 0 0|1

2 X1 Xp W1 W Wj3
|1 0 -1 0 0]1
x|0 1 -1 1 0|1
w3 |0 0 1 -1 111
0O 0 -2 1 0|2

Posto ispod promenljive w; stoji negativan
element, a u njegovoj radnoj koloni nema
pozitivnih elemenata, zakljucujemo da funk-
cija cilja neograniceno raste.

Problem nema resenje.



e)

X1 + X2
2x1 — X2
X1 — X2
X1 + X2
X1

x1>0, xp

INIANIVIV |

max

=0
Sa slike vidimo da je (jedno) resenje problema xj =3, x; =4, {* =7.



Simplex metod

Dovodimo na standardni oblik sa jednakostima dodajuci levim stranama nejednakosti re-
dom wy,...wy. PoSto je desna strana negativna u jednoj nejednakosti, trivijalno resenje
x1=0, xp =0, w1 =1, w; = —1,w3 = 7,wy =5 nije dopustivo. Stoga uvodimo vestacku
promenljivu xg.

—1| x1 xp w wy W3 Wg Xg

wp | —2 1 1 0 0 0 -—-1|-1

wy | —1 1 o 1 0 0 -1 1

ws | 1 1 o o0 1 0 -1 7

wy | 1 o o o0 o0 1 -1 5
{|{-1 -1 0 0 0 0 O 0
11 0 O o0 0 0 0 1 0

Vrsimo pivotizaciju u kojoj vestacka promenljiva x( ulazi u bazu.



0| x1 x w1 wy w3 Wg Xg
x| 2 -1 -1 0 0 0 1 1
wy | 1 O -1 1 0 0 O 2
w3 | 3 o -1 0 1 0 O 8
wgy| 3 -1 -1 0 0 1 O 6
{|-1 -1 0 0 O 0 O 0
G]—2 1 1 0 0 0 0]-1

Vestacka promenljiva x( izlazi iz baze, time postaje xg = 0, $to je optimum.

1] x X w1 Wy W3 Wy
x|1 -1/2 =1/2 0 0 O 1/2
w0 1/2 -1/2 1 0 0 3/2
wy | 0 3/2 1/2 0 1 0 |13/2
we | 0 1/2 1/2 0 0 1 9/2
0 -3/2 -1/2 0 0 O 1/2

Posto je dobijeno optimalno reSenje pomo¢nog problema, dobili smo pocetni re¢nik datog
problema, moZemo nastaviti sa njegovim reSavanjem.

Kolonu promenljive xq i vrstu {7 vise ne piSemo.



2|1 x1 X2 w1 Wy W3 Wy

x| 1 0 -1 1 0 0|2

x»|0 1 -1 2 0 0|3

w30 0 2 -3 1 0|2

wgy| 0 0O 1 -1 0 13

0O 0o -2 3 0 015

31 x1 x2 wi wo w3 Wy
x/1 0 0 -1/2 1/2 0 |3
x| 0 1 0 1/2 1/2 0 |4
wp| 0 0 1 -=-3/2 1/2 0|1
wg| 0 0 O 1/2 -1/2 1 |2
0 0 O 0 1 017

Optimalna tabela, x{ =3, x5 =4, (* =7.

Vidimo da reSenje nije jedinstveno, jer ispod nebazi¢ne promenljive w; stoji vrednost 0.
MoZemo dobiti novo reSenje vrseéi pivotizaciju koriste¢i kolonu w, kao radnu. Iz baze ¢e
izadi wy.



4| x1 Xp w1 Wy W3 Wy
x|1 0 0 0 O 1 |5
x»|0 1 0 O 1 —-1]2
w|O0 0 1 0 -1 3|7
w0 0 0 1 -1 2 |4
0O 0 0 O 1 017

Ponovo dobijamo optimalnu tabelu sa reSenjem x] =5, x; =2, {* =7.
Ako probamo i nju razloziti, vracamo se u tabelu broj 3.

Posto su to bili jedini nacini da upotrebimo nule ispod nebazi¢nih promenljivih u optimal-
nim tabelama, zakljucujemo da sva optimalna reSenja pripadaju konveksnoj kombinaciji
reSenja x* = (3,4) i x* = (5,2).

Na primer x* = (4,3), x* = (7/2,7/2), ...

Optimalna vrednost funkcije cilja je {* = 7 za sva reSenja.

Na slici gore sva resenja leZe na duzi izmedu tacaka (3,4) i (5,2).



X1 + XxX» — max

2x1 — xp < -2

— 2x1 + x < —1
x1 + x < 7

Simplex metod

Prelazimo u standardni oblik sa jednakostima i dodajemo vestacku promenljivu x.

-1 X1 Xy W1 Wy W3 Xp
w|2 -1 1 0 0 -1)|-2
w|—-2 1 0 1 0 -1|-1
ws | 1 1 0 0 1 -1 7
Z/=1t =1 0 0 0 0] o
&0 0 0 0 0 1 0

Vestacka promenljiva x( ulazi u bazu.



0l x1 x2 w1 wy w3 Xg
x|—-2 1 -1 0 0 1 2
wy,|—4 2 -1 1 0 0 1
w3 —-1 2 -1 0 1 0 9
(|-1 -1 .0 0 0 O 0
a2 -1 1 0O 0 0]-2

1| x1 x wq wy W3 X

x| 0 0 -1/2 -1/2 0 1 3/2

x|—-2 1 -1/2 1/2 0 0 1/2

w3z 3 0 0 —1 1 O 8

/-3 0 —-1/2 1/2 0 O 1/2

110 0 1/2 1/2 0 0 ]-3/2

Ovo je optimalna tabela za ;. Ali, vestacka promenljiva {1 = xy ima pozitivhu vrednost
(C1=3/2 > 0), pa zaklju¢ujemo da problem nema reSenje jer je skup dopustivih tacaka
prazan, S = Q.



g)
—x1 + 2x — max
—x1 + 2x < 4
2x1 — X2 > —1

-1 4+
Vidimo da je jedno reSenje u tacki (x],x3) = (2/3,7/3), u kojoj funkcija clilja iznosi {* = 4.
To je jedini vrh skupa S u kome se dostiZze optimum, iako reSenje nije jedinstveno. ReSenje
je degenerisano, dostiZe se u svim tackama poluprave koja polazi iz tacke (2/3,7/3).



Simplex metod

0 X1 Xy W1 Wy
w | -1 2 1 0 |4
wy|=2 1 0 1|1
1 -2 0 00
1 X1 X W1 Wa
wp| 3 0 1 —-22
x|—-2 1 0 1|1
-3 0 0 2 2
21 x1 x wq Wy
x1| 1 0 1/3 —2/3[2/3
x| 0 1 2/3 -1/3|7/3
0 0 1 0 4

Resenje: x] =2/3,x; =7/3, " =4.

Vidimo da resenje nije jedinstveno jer ispod nebazi¢ne promenljive w; stoji 0. Ali, ako po-
kusamo razloziti dobijenu tabelu koriste¢i njenu kolonu kao radnu, vidimo da ne moze, jer
u njenoj koloni nema pozitivnih elemenata. Za ovakvo resenje kazemo da je degenerisano.



Resiti problem linearnog programiranja

{ =10x7 — 57xp — 9x3 — 24x4 — max

1/2x1 — 11/2x2 — 5/ZX3 =+ 9X4 < 0
1/2x1 — 3/2xp, — 1/2x3 + x4 < 0
X1 <1

X120, x>0, x3>20, x40

U ovom zadatku imamo problem degeneracije, mogude je da se desi cikli¢no kruzenje od
tabele do tabele. Da bi to sprecili, pri izboru kolone i pivota ¢emo koristiti pravilo Blanda.

0| x1 Xo X3 X4 W1 Wy W;
w | 1/2 —-11/2 -5/2 9 1 0 0 |0
wy, | 1/2 -3/2 -1/2 1 0 1 0|0
ws | 1 0 0 0O 0 0 1)1

—10 57 9 24 0 0 010
1|x1 xo X3 X4 W1 Wy W3
x| 1 —-11 -5 18 2 0 010
wy | 0 4 2 -8 -1 1 010
wsy | 0 11 5 —-18 -2 0 1|1
0 —-53 —41 204 20 0 0 |0




21x1 xp X3 X4 w1 () w3
x| 1 O 1/2 -4 -3/4 11/4 0 |0
x| 0 1 1/2 -2 —-1/4 1/4 010
w3 | 0 0 -—-1/2 4 3/4 —-11/4 1 |1
0 0 —-29/2 98 27/4 53/4 0|0
3 X1 X2 X3 X4 w1 wo w3
x3/2 0 1 -8 -=-3/2 11/2 0 |0
x|—-1 1 0 2 1/2 -5/2 0 |0
ws3| 1 0 0 0 0 0 1|1
29 0 0 —-18 -—-15 93 010
4 X1 X2 X3 X4 w1 () w3
x3 | —2 4 1 O 1/2 -9/2 0|0
x4 | —1/2 1/2 0 1 1/4 -5/4 0 |0
ws3 1 0 0 0 0 0 1|1
20 9 0 0 -—-21/2 141/2 0 |0




5| x Xo X3 X4 W1 Wy Wj

wy | —4 8 2 o 1 -9 00
x4 |1/2 =3/2 -1/2 1 O 1 010
w3y | 1 0 0 0 0 0 11

—-22 93 21 0 0 —-24 00

Biranje radne kolone po pravilu izbora nejnegativnijeg elementa bi nas dovelo u tabelu broj
0. Treba izbedi cikli¢no kretanje kroz tabele. Zato po pravilu Blanda biramo kolonu x;.

6 X1 X2 X3 X4 W1 Wy W3
w, |0 —4 =2 8 1 -1 010
x|1 -3 -1 2 0 2 00
w3 | 0 3 1 -2 0 -2 1|1
0 27 -1 4 0 20 00
71x1 Xp X3 x4 wyq Wy wW;
w0 2 0 4 1 -5 22
xx/1 0 0 0 0 0 1|1
x3/0 3 1 -2 0 -2 1]1
0 30 0 42 0 18 1|1

x* =(1,0,1,0), w* = (2,0,0), " =1



Dualnost

Dat je problem linearnog programiranja

{ = 6x1 4 5xp — max

—2% + %2 = 1
—X1 + 2% = B
X1 + x < 7
2x1 +  x < 11
X1 — ZXZ < 3

%y 20, %3,20

Za dati problem postaviti dual, resiti primar i dual
¢ =y1+5y2 +7y3 + 11ys + 3y5 — min

—2y1 — Y2 + y3 + 2ys + ys > 6
yvi + 2y + y3 + ya — 2ys > 5

120, 220, Y320, Y4 >0, ys >0



Prvi nacin: reSicemo primar i iz optimalne tabele ocitati reSenje duala

0| xq x2 w3 wy w3 wWg Ws 3| x1 x0 w wy w3 Wy Ws
w | —2 1 1 0 0 0 0 1 wp | 0 0 1 0 -4 3 0 6
wy | -1 2 0 1 0 0 O 5 w0 0 0 1 -5 3 0 3
w3| 1 1 0 0 1 0 0| 7 ws| O 0 O 0 5 -3 1] 5
wg| 2 1 0 0 0 1 0|1 »| 0 1 0 0 2 -1 0|3
ws| 1 -2 0 0 0 O 1 3 x| 1 0 0 0 -1 1 0 4
6 -5 0 0 0 0 0]o0 0 0 0 0 4 1 0 |39
1|x x» w w wy wy ws ReSenje primara:
w; |0 -3 1 0 0 0 2] 7
w|0 0 0 1 0 0 1] 8
w0 3 0 0 1 0 -1| 4 x*=(4,3), w* =(6,3,0,0,5), {* =39
we| 0 5 0 0 0 1 -2|5
|1 -2 0 0 0 0 1|3 . . Y. . .
7 0 0 0 0 ¢ 18 Re.senJe duala o¢itano iz optimalne tabele
primara:
21 x1 x2 w w2 w3 Wy ws
w |0 0 1 0 0 3/5 4/5 |10 y* = (0,0,4,1,0), z* = (0,0), &* =39
w0 0 0 1 0 0 1 8
ws| 0 0 0 0 1 -3/5 1/5 | 1 . 5
x»x|0 1 0 0 o0 1/5 -2/5]| 1 Uputstvo: dualne promenljive o¢itavamo:
x|1 0 0 0 0 2/5 1/5 | 5 spod i<pod
0 0 0 0 o0 17/5 —4/5[35 Yy 1spod w, z 1spod X.




Drugi nacin: resicemo dual i ocitati reSenje primara

1y Yy Y3 Va4 Yys z

zZil 2 1 -1 -2 —1
-1 -2 -1 -1 2

1
0
1 5 7 11 3 0
o o0 o0 0 0 0

Olyvi ¥y2 ys Ya Y5 2z

vol|—-2 -1 1 2 1 -1
-3 -3 0 1 3 -1

1 5 7 11 3 0
2 1 -1 -2 -1 1

1lyi Y2 ys ya Y5 2z

vo| 4 5 1 0 -5 1
yi| -3 =3 0

1
34 38 7 0 =30 11
0 5 -1




Z3

2 Y1 Y2 Yz Y4 Vs Z1
v | 4/5 1 1/5 0 -1 1/5 -=2/5 4/5
vy =3/5 0 3/5 1 0 -2/5 -1/5 17/5
18/5 0 -3/5 0 8 17/5 21/5|-207/5
3|y1 Y2 Y3 Ya Y5 zZ1 2

y3/] 4 5 1 0 -5 1 =2 4

yy|-3 -3 0 1 3 -1 1 1

5 4 3 [-39

Resenje duala:

6 3 0 0

y* = (0/0/4/ 1/0)/ Z* = (0/0)/ 6* = 39

Resenje primara ocitano iz optimalne tabele duala:

** = (4,3), w* = (6,3,0,0,5), " =39

Uputstvo: primarne promenljive ocitavamo:

w ispod vy, x ispod z



Problem prodavnice zdrave hrane

Prodavnica zdrave hrane pravi smesu dve vrste mizli. U Sport mizlima ima 20% pSeni¢nih
pahuljica, a u Tropic mizlima ima 32% pSenic¢nih pahuljica. Tropic mizle kostaju 60 pfeniga
kg a Sport mizle 80 pfeniga kg. Koliko kojih mizli treba staviti u 1 kg smese pa da se kohcma, SN
pSenitnih pahuljica odrZi do 25%, a da smesa bude Sto jeftinija? C > (G- \\

Uvodimo veli¢ine x; = koli¢ina Sport mizli u 1 kg smese, x; = kohcma Tro;%x:qi(zlf ul kg -
smese, { = cena 1 kg smese. Vi % S— ) f\ ( /ﬁ P N\ e
( 80x1 + 60x2 ~min ) " L L
L//? s
= 4‘

x1+x2<\1 = \
x1+xj>1 1

(2

X1+ X = 1*5\{




Resicemo isti problem na drugi nacin, preko duala

Primar N /. \Dual
( j ‘ <,//‘
S~ yea —
- /—80x\1 60942—>m§; =
| 020x1\+ 032x2‘< 025
‘ X1 3‘14_ ) th <) 1
“x - m<) -1
S\
x>0, x>0
0| v ¥h y5 71 =~
z1| —1/5 -1 1 1 0 [80]
z|—8/25 -1 71 0 160,
/4 1 -1 0 0[]0

1 Vi Yo Yo Z1 22
z1|(3/257 0 0 1 -1[20 -
‘yy ) —-8/25 -1 1 0 1 |60
—7/100 0 0 0 1 |60




0| x1 x x5 x5 w1 wy w3 Xo
x| 4 -1 -2 2 =1 0 0 1 4
wy | 7 4 -2 2 -1 1 0 0/ 19
w3 | 5 o -3 3 -1 0 1 0] 10
-3 -4 1 -1 0 0O 0 O 0
—4 1 2 -2 1 0O 0 0|4
1] x X2 x5 x4 w1 wy; w3
x|1 -1/4 -1/2 1/2 -1/4 0 O 1
wy | 0 23/4 3/2 -=-3/2 3/4 1 0 |12
ws | 0 5/4 -1/2 1/2 1/4 0 1 5
0 -19/4 -1/2 1/2 -3/4 0 O 3
2| x1 x A x5 w1 wo w3
x|1 0 -10/23 10/23 —-5/23 1/23 0 35/23
x| 0 1 6/23 —6/23 3/23 4/23 0 48/23
w3 | 0 0 —19/23 19/23 2/23 —=5/23 1 55/23
o o0 17/23 -17/23 -3/23 19/23 0 |297/23




3|x x2 x5 x5 w1 ws w3
x|{1 0 0 0 -=5/19 3/19 -10/19 5/19
x/0 1 0 0 3/19 2/19 6/19 54/19
x’3’ 0O o -1 1 2/19 -=5/19 23/19 55/19
o o o 0 -1/19 12/19 17/19 |286/19
41x1 x XyooxXy Wy wy w3

x111 5/3 0 0 0 1/3 0 5

wy |0 19/3 0 0 1 2/3 2 |18

x’3’ o -2/3 -1 1 0 -1/3 1 1

0 1/3 O 0 o0 2/3 1 |16

ReSenje primara:
x* = (x7,x3,x3,x3") = (5,0,0,1), x5 = x5’ —x3"" = -1, w* = (18,0,0), { =16

Resenje duala o¢itavamo iz optimalne tabele:

y* =(0,2/3,1), z* = (0,1/3,0,0), & = 16.



Komplementarnost dodatnih promenljivih

Resiti problem linearnog programiranja prelaskom na dual grafickim metodom.

{ =x1+5xp + 7x3 + 11x4 + 3x5 — min

/1

| /% — 5)-

/ x1 + 2x T X+ x - 2x5 = j&

[/ —2x1 — x2 + x5 + 2% + x5 Z 6% (= ;dl =6)
(= b2
x1>0, x>0, x3>0 x4>0, x5>0 (w1 >0, wp >0)

Preéi ¢emo na dual koji ima dve promenljive i mozZe se resiti grafickim metodom.

¢ = 6y + 5y — max
—2y1 + 1y < 1 —2y1 + y2 + zn = 1
—y1 + 2y < 5 -y1 + 2y + z2 = 5
vi + Y2 < 7 = vi + y2 + z3 = 7
2y + oy <11 2y + y2 + oz = 11
i — 2y2 < 3 yvi — 2y + z5 = 3
Y120, y220 2120,2020,2320,24 20,25 >0



VoL oY ( \ 1 i T  S— : f
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¢ = 6y1 + 5y — max

Sa slike vidimo da je re$enje problema y; =4, y; =3, ¢* =39.



Dualni problem ima reSenje y; = 4, y; = 3. Na osnovu principa dualne komplementarnosti
sledi da za optimum primara vaZzi wj =0, w; = 0.

Resdenje je nastalo u preseku pravih y; + y» =7 12y; + y» = 11. To nam govori da su trece i
¢etvrto ograniCenje iskoris¢eni do kraja, odnosno da su dodatne promenljive z§ = z; = 0.
Takode, resenje ne lezi na ostalim pravama koje ogranicavaju S. Stoga, ostale dodatne
promenljive su pozitivne: zj >0, z3 >0, zz > 0.

Na osnovu principa dualne komplementarnosti sledi da je u primaru x; =0, x; =0, x£ =0.
Kad to uvrstimo u pocetni problem doveden na standardni oblik sa jednakostima:

—2x1 — x2 + x3 + 2x4 + x5 4+ wq = 6
x1 + 2x 4+ x3 4+ x4 — 2xs5 + w, =5

dobijamo sistem jednacina:
X3 + 2x4 = 6
X3 + x4 = 5
Cije reSenje je x3 =4, x; =1, I* = 39.
Dualna komplementarnost se vidi iz reSenja primara i duala: * = ¢* = 39,
x*=(0,0,4,1,0), w* = (0,0),
z*=(6,3,0,0,5), y* = (4,3).



Kombinatorni metod

w1

g
N

Rediti problem linearnog programiranja X1
{ =x1+ xp + x3 = max
X1 + X < 1
2x1 + xp + 3x3 < 3
x120, x>0, x3>0
Dodavanjem w; > 0 i w, > 0 dovodimo na
oblik sa jednakostima:

X1 + X2 + w1 =1
2x1 + x2 + 3x3 + wy, = 3
Znamo da ako postoji resenje, onda postoji

recnicko resenje.
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Nasli smo sva (dopustiva) recnicka resenja. Najveéa vrednost funkcije dobiti je { =5/3 za
re¢nicko reSenje sa bazi¢nim promenljivama x; i x3. Odgovarajuéi re¢nik je:
{ = 5/3 — 1/3x1 — 2/3wy — 1/3w»
Xp = 1 — Xy — wq
X3 = 2/3 — 1/3X1 + 1/36()1 — 1/3w;

Recnik koji smo dobili je optimalan, reSenje problema je x7 =0, x; =1, x5 =2/3, {* =5/3.




Negativno transponovanje

Postaviti duieﬁili)’l:(;ﬁeﬁfzi préitﬁaanog zadatka, napisati optimalni re¢nik duala.
¢ =y1+3y2 — min

yvi + 2y > 1

mn + y2 =1

3y, > 1
y120, >0
Dodavanjem z; > 0, z; > 0, z3 > 0 dovodimo na oblik sa jednakostima:
yi + 2y — zg =1
i o+ oy = & =1
3 Y2 — Z3 = 1

Koristeéi negativno transponovanje imamo (optimalni) re¢nik duala koji odgovara optimal-
nom re¢niku primara:

—é = —5/3 — Zy = 2/3Z3
zZ1 = 1/3 + Zy + 1/323
1 = 2/3 + Zz — 1/323
Y2 = 1/3 + 1/32z3

Recnic¢ko (optimalno) resenje je: y; =2/3,y; =1/3,z7 =1/3,2; =0,25 =0,¢* =5/3



Dualni simplex algoritam

Resiti problem prodavnice zdrave hrane dualnim simplex algoritmom

—{=—-80x; —

020m + 0321 =) 025

60x, — max ;‘ a

P
[ e
Ny ‘g
Olx x 2 X
- "wy [1/5 8/25 |10 —25/3 0 —8/3
2010 0 11 |
/x2)0 /1 25/3 0 5/3
- 9/\0 500/3 0 340/3 | =215/3




zaradu? — — —

Stolarska radionica

| Stolarska radionica pravi stolice, stolove i police. Za svaki proizvod je potrebno uraditi

seCenje, sklapanje i farbanje. //
Vreme potrebno za pojedinu operaciju u satima je dato u tabeli:

‘seéenje sklapanje farbanje

stolica 2 3 2
sto 3 3 3
polica 1 4 4

Iduce nedelje radionica raspolaze sa 150 sati za seCenje, 240 za sklapanje i 200 za farbanje.

Broj proizvedenih stolica mora biti barem tri puta veéi od broja proizvedenih stolova, broj |
proizvedenih polica mora biti barem koliko broj proizvedenih stolova. Broj proizvedenih |
polica mora biti barem 10. o

Stohce se pro@wem 40€ \stolov1 100€ pohce 60€

a
‘ / “Dualnim 51mplex metodom naci kOJl plan pr01zvodnje za 1ducu nedelju daje mak51malnu




_UveS¢emo promenljive:

x1 = broj proizvedenih stolica za idu¢u nedelju y
/' xp = broj proizvedenih stolova za idu¢u nedelju
~ - x3 = broj proizvedenih polica za idu¢u nedelju

7 /"—\,r, S 3. -
g 40x1+\@+60x3/—> U209 o

) 2x1 + 3x2 + x3<150 (5 )
/ 3x1 +3x; +dx; <240 | | eay |
// 2x1 4 3x + 4x3 <200 \‘ Y / )
‘ (_
/ —x1 + 3x2 < 0 | T
xp— x3< 0 /
- x3<-10 }\ [~ 1

\.
S~ x1>0, x>0, x3>0 /
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2 X1 Xp X3 W] Wy W3 Wy W5 We
w1 | 3 0 0 1 0 0 -1 0 1 |140
wy | 4 00 0 1 0 -1 0 4 |200 |
ws| 30 0 0 0 1 -1 0 4
| =13 1.0 0 0 0 1/3 0 0 0o -
ws| (1/3> 0 0 0 0 0 -1/3 1 -1/ 10/
xs] 0 0 1 0 0 0 0 0 -—1|10)
—220/3 0 0 0 0 0 100/3 0 —60 600
3lXx1 X2 X3 Wy Wy W3 Wy W5  Ws
w|[0 0 0 1T 0 0 2 —9 (10 50
w, O 0 0 0 1 0 3 —12 16 | 80
w30 0 0 0 0 1 2 -9 13 70
/0 1.0 0 0 0 0 1 -1/ 10
x1/1 0 0 0 0 0 -1 3 —3 | 30
x3)0 0 1.0 0 0 O 0 -1 10
0 0 0 0 0 0O —40 220 —280 2800

160 3\






Matriéni zapis

Problem linearnog programiranja
{=x + x» + x3 — max
xn o+ x <1
24 + m + 3 < 3
x120, %220, x320
dovesti na standardni oblik sa jednakostima.

Zapisati dati problem u matri¢nom obliku i
identifikovati matrice.
Koriste¢i matri¢ni zapis naci re¢nik koji od-
govara baziénim promenljivama

(%8 = [x2,%3]".
Da li je dobijen re¢nik optimalan?
Napisati odgovarajuci dualni re¢nik.

Standardni oblik sa jednakostima:
G & x + /:(3 — max
X+ x T+ wy =1
2 + 1 + 3n; +w = 3
X120, 20, X320, w 20, w20
Matriéni zapis je

{=c"xsmax, Ax=b, x>0,

o

I




Nebazi¢ne promenljive su xy = [x1, w1, wy].

Permutovaéemo kolone matrice A u redosledu A = [B N].

Istim redosledom permutujemo vrste matrica x = [x} x5]T ic = [} cL]T.
1
1 0 1 10 1
Imamo: B = [ 1 3 ],NZ [ 20 1 ],CBZ [ 1 ]/CN: 8 , X = [x2,%3,%1, w1, wa] .
L . 1 0 1. 1 1 0
. p-1 _ 1IN —
Nalazimo inverznu matricu: B~ = [ 173 1/3 ] iB'N = 13 —1/3 1/3 |

Koristeéi: x§ = B~1b, * =cLlB~1b, 23, = (Ble)TcB — ¢y, dobijamo:

1 0 1 1 . 1
:[—1/3 1/3][3]:[2/3]’ =11 1][2/3_25/3,

T 1 1/3
. [ 1 1 0 1] _
=i b ST H{/]

X

o3 *

0 1/3
é’ — g*_(Z}k\I)TxN § = 5/3 — 1/3X1 — 2/3ZU1 — 1/3ZU2
i 54 Xy = 1 - X1 — wq
xp = Xxp— B "Nxy x3 = 2/3 — 1/3x1 + 1/3w1 — 1/3w

Recnik koji smo dobili je optimalan, x] =0, x5 =1, x; =2/3, w] =0, w; =0, {* =5/3.



Dualni problem u standardnom obliku sa jednakostima:

¢= y1 + 3y — min

y1 + 2]/2 . Z1 = 1
vi o+ i) =1
3]/2 — Z3 = 1
120, y22>0, 2120, 20 >0, z3 >0.
Za primarne promenljive je bilo: x5 = [x2,x3]7, xn = [x1, w1, w2]T.
Za dualne promenljive imamo: zp = [22,23]7, zy = [z1,¥1,12] 7.
Dualni rec¢nik je
—¢& = =5/3 — z — 2/3z;
_ * *\T
—¢ = 0" —(x3)'zB z1 = 1/3 4+ zp + 1/32z;
=
zy = zi+ (B7IN)Tz n = 2/3 + zo — 1/3z;
Yo = 1/3 + 1/3 Z3

Ovo je, takode, optimalan recnik,
y1=2/3,y5=1/3,21=1/3,2; =0,z =0, {* =5/3.



Veza matrichog zapisa i Simplex tabele

XB XN
g — é’*_ % Tx
(i) 2w o x| I BN | x
Xg = xE—BlexN
0 ()" ¢
ZN ZB
_é’ — _é’*_ x* TZB
(5) e ay| I —BIN)T| zy
zy = ziy+ (B7IN)Tz -
0 (x3) —¢

Pri tome su kolone izmedu crta u tabelama sortirane po po¢etnom redosledu promenljivih.

Na primer, za prethodni zadatak, optimalne tabele primara i duala su:

X1 X2 X3 w1 wo
x| 1 1 0 1 0 1
x3|11/3 0 1 -1/3 1/3|2/3
/3 0 0 2/3 1/3|5/3

Y1 Y2 21 2 Z3
z]0 0 1 -1 —-1/3| 1/3
yi|1 0 0 -1 1/3 | 2/3
»|0 1 0 0 -1/3| 1/3
0 0 0 1 2/3-5/3




Analiza osetljivosti

U kom opsegu moZe da se promeni vrednost ¢3 u primarnom problemu prethodnog zadatka
pa da dobijeno resenje ostane optimalno?

Promena koeficijenata funkcije dobiti je oblika c := ¢ + tAc, gde je

T

T 1 1 0o 1[0 s
Azy = (B7'N) ACB_ACN:[l/s ~1/3 1/3] [1]_ 0|~ _ijg ’

1/3 1/3 1/3+1/3t 0
dobijamo: z}3; :=z +tAzy = | 2/3 | +t| =1/3 | =| 2/3—-1/3t | > | 0 [.
1/3 1/3 1/3+1/3t 0

Odatle imamo tri nejednacine za koje je presek resenja —1 <t < 2.
Sledi da za 0 < c3 < 3 dobijeno reSenje ostaje optimalno.



Za problem stolarske radionice ispitati u kom opsegu se moze promeniti cena police a u kom
opsegu raspolozivo vreme za secenje, pa da dobijeni plan proizvodnje ostane optimalan.

Iz optimalne tabele resenja

5|1x1 x x3 wq wo w3 Wy Ws  We
we| 0 0 0 -1/2 3/8 0 1/8 0 1 5
ws| 0O 0 O -2/3 5/12 0 -1/12 1 O 0
w30 O O 1/2 -9/8 1 -=-3/8 0 0 5
x|0 1 0 1/6 -—-1/24 0 5/24 0 O 15
x|1 o o0 1/2 -1/8 0 -=-3/8 0 0 45
x3/0 0 1 -1/2 3/8 0 1/8 0 0 15
0o 0 0 20/3 40/3 0 40/3 0 0 |4200
oc¢itavamo (permutacija vrsta napisana u prvoj koloni tabele):
we 5 -1/2  3/8  1/8
ws - 0 —-2/3 5/12 —-1/12 20/3
e ,xN:[wZ],xg: N ,ZE:[@/g].
X wa 45 1/2 -1/8 —3/8 403
X3 15 —-1/2 3/8 1/8

Da smo racunali xp,z} i B~IN od pocetnih matrica, dobili bismo isti rezultat, ali bi vrste
bile permutovane kao u pocetnoj permutaciji [x1, x2, X3, w3, w5,w6]T.



Interesuje nas promena cene police, koja je tre¢a cena po redu, zato:
Ac =1[0,0,1,0,0,0,0,0,0]%.
Kad se primeni redosled vrsta u skladu sa xp i x)y imamo

Acg =[0,0,0,0,0,1]", Acy =[0,0,0]".

-1/2
Kad nademo Azy = (Ble)TAcB —Acy = 3/8 |, dobijamo:
1/8
20/3 —-1/2¢ 0 t < 40/3
2=zl +tAzy = | 40/3+3/8t | > |0 | & ¢t > —320/9
40/3 +1/8t 0 t > —-320/3

Dobili smo tri nejednacine za koje je presek resenja —320/9 <t <40/3.

Dakle, cena polica moZe da se kre¢e u opsegu od 60 — 320/9 = 220/9 = 24.444 do 60 +
40/3 =220/3 = 73.333 i da dobijeno resenje ostane optimalno.



Sliéno kao za cenu police, sad nas interesuje promena vektora b za Ab = {L,O 0,0,0,0]7,

b := b+ tAb. Treba izratunati promenu AxB =

1Ab

Da bismo izbegli invertovanje matrice B, moZemo 1sl§or15t1t1 rezultat dobijen mnoZenjem

B~IN, jer je prva kolona matrice N jednaka sa Ab.

—_— = .
Tra%eno re$enje o¢itavamo kao prvu kolonu matrice B"'N u permutovanom redosledu iz

prve kolone optimalne tabele:

0 W [-2/3
5 L 1/2
15 || L 1/6

~1/2-%

45 | 1/2 |
I

>
£ < 10

< 0

£t > —10

t> 90
> 90

Postavili smo uslov da promenjeno xj ostane dopustivo i dobili smo nejednacine ¢iji presek

reSenja je —10 <t <0.

To znadi da ako se broj sati za seCenje smanji za maksimalno 10, izbor bazi¢nih promenljivih

dobijenih u optimalnom re$enju pocetnog problema daje optimalan re¢nik.
Dakle: broj sati za seCenje u opsegu o i ini

prvom reSenju daje optimalan plan proizvodnje:

sa izborom bazi¢nih promenljivih kao u



Parametarski self dual simplex

{ = 3x1 + 4x; — x5 + x5 — max

dx1 4 x £ 2% $2xy (& 4
3x1 + 5x < 15
x1 + x» — x + x5 < 6

x1>0, x>0, x5 >0, x5 2/,0"/




X1 X x5 x5 wy  wy ws|19/5
x1| 1 —1/4 —1/2 1/2 —-1/4 0 0 “
w,| 0 23/4 3/2 -3/2 3/4 1 0 >
w3 % —1/2 1/2 1/4 0 1
N
| v—H\
X1 X x4 x5 w1 Wy w3 \3/2<‘u<19/>
x| 1 0 —10/23 10/23 —-5/23 1/23 0 | 35/23 —4/23/\‘
x| 0 1 6/23 —6/23 3/23 4/23 0| 48/23 7/28
ws| 0 0 —19/23 19/23 2/23 -5/23 1 | 55/23 20/23)
0 0 17/23 —17/23 —3/23 19/23 0 | 297/23 16/23
0027/ 19/23 2/ =5/23 0| —83#237—' —3/23
X1 X Xy ooxX5 wp wy w3 | 1 < < 3//2/
xx|]1 5/3 0 0 0 1/3 0 “5* 1/3
wi |0 23/3 2 -2 1 4/3 0| 16 7/3
w3| 0 -2/3 -1 1 0 -1/3 1| 1 2/3
0 1 1 -1 0 1 015 1
-0—=273—1 1 0 —1/3—0—=5— -1/3



X1 X Xy X5 Wiy Wy w3 (Oggl/‘
x1/1 5/3 0 0 0 1/3 0| 5 1/3
wi |0 193 0 0 1 2/3 2|18 11/3 — O
X410 -2/3 -1 1 0 -1/3 1| 1 2/3
(< |0 1/3 0 0 0 2/3 1|16 5k
40 -0 2 0 0 0 -1}=6 =17 V2
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Mrezni protok - minimizacija cene transporta kroz mrezu
Dat je problem mreznog protoka Polazec¢i od pokrivajuceg drveta:
2 6

a) ab, ag, bc, ed, fe, ¢f, gi, ha
b) ab, bc, be, ed, fe, gf, hc, id
c) ab, bc, bh, bi, cd, ed, fe, gf

nadi najjeftiniji plan transporta.
N ={a,b,c,defgh,i}

A = {ab,ag,bc,be,bf,bh,bi,cd,bc,ed,fc, fe,
of,gi,ha, hc, hi}




a) Crvenom oznacavamo pokrivajuce drvo.

Transporti na granama pokrivaju¢eg drveta predstavljaju bazi¢ne promenljive. Balansirani
protok dobijamo iz jednacina da za ¢vor k mora biti zbir razlika ulaza i izlaza jednaka

iskazanoj potrebi:
Yo oxa— ), xi=—b
(i,k)leA (k,/geA

Vrednosti protoka x;; za grane balansiranog drveta (bazi¢ne) piSemo na granu crvenom
bojom. Za nebazi¢ne promenljive je x;; = 0, njihove vrednosti ne piSemo. Na nebazitnom
granama piSemo crnom bojom vrednosti dualnih dodatnih promenljivih z;;.

Primar Dual
7 =cTx = min —& = —bTy — max
Ax=—b Aly-ba=
x =0 z >0

Jednatine duala glase: V(i,j) € A, yj — y; + zij = cjj.
Formati: A —+mxn;c,x,z—=nx1;b,y -mx 1.

Koriste¢i princip dualne komplementarnosti: V(i,j) € A, x;z;j = 0, iz jednatina duala za
grane pokrivajuceg drveta, biraju¢i y, = 0, ratunamo preostale dualne promenljive, upisu-
jemo ih u kruzice.



Potom, iz istih jednacina, primenjenim na nebazi¢ne grane,
racunamo dualne dodatne promenljive i piSemo ih crnom
bojom na odgovarajué¢im granama.

Vidimo (na pr. zy; = —6) da dati plan transporta nije dualno
dopustiv, stoga nije optimalan. Za pivotizaciju ¢emo uzeti
da grana (h i) ulazi u bazu.

Sa nekim granama pokrivaju¢eg drveta ona cini konturu i h
a gi. Idudi po konturi, od grana koje su suprotno usmerene
od grane (h i), minimalni protok je t = 1 na grani (a g),
stoga ona izlazi iz baze.

Pivotizaciju x vrednosti vr§imo tako $to vrednost t =1 do-
dajemo transportima u konturi koje su usmerene kao grana
(hi), a oduzimamo transportima koji su usmereni suprotno.

Ako bi u planu transporta sa slike izbacili granu (a g), koja izlazi iz baze, ¢vorovi pokriva-
juceg drveta bi bili podeljeni u dve grupe: {a, b, c, h}i{d, e, f, g, i}.

Pivotizaciju z vrednosti vr§imo tako $to z vrednosti na granama koje spajaju ove dve grupe
¢vorova smanjujemo ili povecavamo u skladu sa granom (h i): ulazi u bazu, zy,; se povecava
sa —6 na 0. Isto tako se pivotizuju grane (a g), (b e), (b f), (b i), (cd). z vrednosti na
granama (f c) i (i ¢) se smanjuju za 6, jer te grane spajaju grupe ¢vorova suprotno od (h i).



Za planove transporta posle pocetnog racunamo samo x i z vrednosti. Poslednji plan trans-
porta je i primarno i dualno dopustiv, pa je optimalan.

Ukupna cena transporta je
§ = Xab * Cab + Xc * Che + Xbi * Cbi + Xed * Ced + Xfe - Cfe + Xgf * Cgf + Xgj - Cgi + Xhc * Che =

=2-2+1-1+1-14+2-54+1-9+3-4+4-2+1-2=47



b) Izratunavamo balansirani protok po drvetu.

Dobijeni transport nije primarno dopustiv (x;q = —3), ali
jeste dualno dopustiv (z > 0). VrSicemo dualne simplex pi-
votizacije. Biramo granu (i d) da izade iz baze. Onda ¢e zjq
uéi u dualnu bazu i promeniti vrednost 0 — ¢.

Cvor i ostaje izolovan. Od svih grana koje ulaze u &vor i, z
vrednosti ¢e biti azurirane smanjivanjem za vrednost t. Da
bi protok ostao dualno dopustiv, biramo min{zy;, zgj, zni } =
zpi = 1 = t. Na granama koje izlaze iz ¢vora i, z vrednosti se
uvecavaju za t.

AZuriranje x vrednosti vr§imo kad u postoje¢em transportu
nademo konturu od bazi¢nih promenljivih i grane (b i).
Konturu ¢ine ¢vorovi b i d e b. Na grani (i d) vrednost
Xig = —3 — 0, isto se x},,; uvecava sa 0 na 3. Na granama
orijentisanim suprotno od (i d) umanjuje za 3.

Zatim, grana (b e) izlazi iz baze, (g i) ulazi u bazu. Tabela
koja se dobija je identi¢na optimalnoj tabeli dobijenoj pod
a), dobili smo optimalno resenje.



c) Dati protok nije ni primarno ni dualno dopustiv.

Problem perturbujemo dodavaju¢i vrednost p svim x i z
vrednostima.

Radi lakseg predstavljanja na grafu, x i z vrednosti koje sa-
drze p ¢emo prikazivati u notaciji sa zarezom: a + by =a,b.
Pored grafa ¢emo napisati za koje vrednosti y je plan opti-
malan. VrSimo dualne i primarne pivotizacije sve dok ne
dobijemo da dopustive vrednosti za u koje uklju¢uju nulu.




