Prostor verovatnoce

Baca se crvena i plava kockica za igru. Skup svim mogucih ishoda predstavaljaju brojevi
koji "padnu” na redom crvenoj i plavoj kockici:

O = {11,12,13,14, 15, 16,21, 22,23, 24, 25,26,31, 32, 33, 34, 35, 36,
41,42,43,44,45,46,51,52,53,54,55,56,61,62,63,64,65,66 }

PRIMER 1 Nadi dogadaje i izrac¢unati verovatnoce:
(a) A = broj na plavoj kockici je veéi od broja na crvenoj kockici.
(b) B = broj na plavoj kockici je paran, a na crvenoj neparan.
(c) C = zbir palih brojeva je veci od 9.
PRIMER 2 Opisati re¢ima dogadaje:
(a) A ={14,15,16,25,26,36}
(b) B ={11,13,15,31,33,35,51,53,55}
(c) C = {14,15,16,24,25,26,34,35,36,41,42,43,44,45,46,51,52,53,54, 55,56, 61,62, 63, 64,65, 66 }

PRIMER 3 Izracunati verovatnoce dogadaja: A = slucajno izabrana osoba je rodena za vi-
kend, B = slucajno izabrana osoba je rodena u petak ili nedelju, C = AUB, D = AB.

PRIMER 4 Nov¢ic se baca dok se ne dobije grb, ali najvise 5 bacanja. Opisati skup mogucih
ishoda i izrac¢unati verovatnoc¢u da je ukupan broj bacanja paran.

PRIMER 5 U kutiji su 3 crvene i 2 plave kuglice. Na slucajan nacin se izvlaci dve kuglice.
Izracunati verovatnocée dogadaja: A = izvucena je plava pa crvena kuglica. B = izvucena je
jedna plava i jedna crvena kuglica. C = izvucene su kuglice iste boje.

PRIMER 6 U kutiji su 3 crvene i 2 plave kuglice. Na slucajan nacin se izvlaci jedna kuglica,
zapisuje se koje je boje, vraca se u kutiju i izvlac¢i druga kuglica. Izracunati verovatnoce
dogadaja: A = izvucena je plava pa crvena kuglica. B = izvucena je jedna plava i jedna
crvena kuglica. C = izvucene su kuglice iste boje.

PRIMER 7 Pacijent dolazi u Dom zdravlja u slu¢ajnom momentu izmedu 8 i 12 ¢asova. Pa-
uza je od 10:00 do 10:30. Kolika je verovatnoca da ¢e pacijent doci u vreme pauze?

PRIMER 8 U kvadrat je upisan krug. Na slucajan nacin se bira tacka u kvadratu. Kolika je
verovatnoca da izabrana tacka leZi u krugu?

PRIMER 9 Izracunati verovatnocu da se u bacanju kockice dobije Sestica.

PRIMER 10 Izrac¢unati verovatnocu da se u 10 bacanja kockice dobije barem jedna Sestica.



U kutiji se nalaze 3 plave i 5 crvenih kuglica iste veli¢ine. Na slu¢ajan nacin se izvlace 3
kuglice (bez vracanja). Posmatra se boja izvucenih kuglica.

PRIMER 1 Kolika je verovatnoca da su izvucene redom plava, crvena, crvena kuglica?
PRIMER 2 Kolika je verovatnoca da su izvucene dve crvene i jedna plava kuglica?

PRIMER 3 Kolika je verovatnocéa da je druga izvucena kuglica crvena ako se zna da je prva
izvucena plava?

PRIMER 4 Kolika je verovatnoca da je druga izvucena kuglica crvena?

Izra¢unati verovatnoce u prethodnim zadacima ako se kuglice posle izvla¢enja vraéaju u
kutiju.

PRIMER 9 Oko kvadrata je opisan krug. Na slucajan nacin se bira tacka u krugu. Kolika je
verovatnoca da je izabrana tacka u kvadratu?

PRIMER 10 Baca se kockica za igru. Dogadaji su A = pao je paran broj, B = pao je broj manji
od 4. Re¢ima opisati dogadaje A B i AU B i izracunati njihove verovatnoce.

Uslovna verovatnoca

PRIMER 11 Neka je: P(A) = 0.6, P(B) = 0.7, P(AB) = 0.4, P(BC) = 0.25, P(ABC) = 0,15.

0.
e Izratunati P(AB), P(ABC)iP(ABC).
e Izratunati P(A|B), P(B|A).

PRIMER 12 Iz $pila od 52 karte je izbacen kec herc (AC). Potom se na slu¢ajan nacin iz-
vladi jedna karta. Dogadaj A = izvucena karta je herc (), B = Izvucena karta je dama (Q).
Izracunati verovatnoce dogadaja A i B. Da li su A i B nezavisni?

PRIMER 13 Na deonici pravog puta su postavljena dva semafora. Vozila stizu u slucajnim
momentima. Prvi semafor propusta 80% vozila. Drugi semafor propusta 75% vozila koja
nisu stala na prvom semaforu i 60% vozila koja su stala na prvom semaforu.

Kolika je verovatnoca da ¢e vozilo proci deonicu sa tacno jednim zaustavljanjem?

Ako se zna da je vozilo proslo deonicu sa jednim zaustavljanjem, kolika je verovatnoca
da je zaustavljeno na prvom semaforu?

PRIMER 14 Poznato je da 80% Zena i 75% muskaraca veruje u zagrobni Zivot. U grupi ima
51% muskaraca i 49% Zena. Kolika je verovatnoca da slucajno izabrana osoba veruje u za-
grobni Zivot?



Slucajne promenljive, numericke karakteristike

PRIMER 15 Slucajna promenljiva X predstavlja broj koji padne na kockici za igru. Naci za-
kon raspodele, izracunati o¢ekivanje E(X) i disperziju (varijansu) D(X) slu¢ajne promenlji-
ve X.

PRIMER 16 Slucajna promenljiva X predstavlja broj Sestica u n = 3 bacanja kockice za igru.
Nacdi zakon raspodele, izracunati oekivanje E(X) i disperziju (varijansu) D(X) slu¢ajne pro-
menljive X.

PRIMER 17 Bacaju se dve kockice za igru. Slucajna promenljiva X predstavlja zbir broje-
va na kockicama. Naéi zakon raspodele, izracunati ocekivanje E(X) i disperziju (varijansu)
D(X) slu¢ajne promenljive X.

PRIMER 18 Bacaju se n = 10 kockica za igru. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja zbir broje-
va na kockicama. Izra¢unati o¢ekivanje E(X) i disperziju (varijansu) D(X) slucajne promen-
ljive X.

PRIMER 19 Baca se kockica za igru dok se ne dobije Sestica, ali najvise 4 bacanja. Slu¢ajna
promenljiva X predstavlja broj bacanja. Naci zakon raspodele, izrac¢unati o¢ekivanje E(X) i
disperziju (varijansu) D(X) slucajne promenljive X.

Normalna raspodela

PRIMER 20 Ako X : N(y,0), zau = 0ic = 1, izraunati P(X < 1.645), P(X > 1.96),
P(|X| < 1.285).

PRIMER 21 Ako X : N(u,0), zay = 0510 = 2, izracunati P(X < 1.645), P(X > 1.96),
P(|X| < 1.285).

PRIMER 22 Kockica za igru se baca 600 puta. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja broj Sesti-
ca. Naci zakon raspodele, izracunati o¢ekivanje E(X) i disperziju (varijansu) D(X) slucajne
promenljive X. Izra¢unati verovatnocu da broj Sestica bude izmedu 95 i 105 (uklju¢ujudi i te
brojeve).

Resenje:

Sluajna promenljiva X ima Binomnu raspodelu: X : (600, §).

E(X) =600 ¢ =100, D(X) = 600 - # - 2 = 83.3333.

P(95 < X < 105) = P( 952100 < X—100 - 1057100y o g (105—100) _ q)( 95100 ) _

V/83.3333 — /83.3333 — +/83.3333 V/83.3333 v/83.3333
= <I>(O.5477) — <I>(—O.5477) =2-0.7088 —1 = 0.4176.




Priprema za kolokvijum

PRIMER 23 Poslednji voz Beograd - Novi Sad je prepun sa verovatno¢om 0.08. Ako je voz
prepun, verovatnoca da ¢e kondukter proveriti kartu je 0.10. Ako voz nije prepun, verovat-
noca da ¢e kondukter proveriti kartu je 0.95.

Kolika je verovatnoca da ¢e slucajno odabranom putniku u poslednjem vozu Beograd -
Novi Sad biti proverena karta?

PRIMER 24 Na deonici pravog puta su postavljena dva semafora. Vozila stizu u slucajnim
momentima. Prvi semafor propusta 75% vozila. Drugi semafor propusta 80% vozila koja
nisu stala na prvom semaforu i 70% vozila koja su stala na prvom semaforu.

Kolika je verovatnoca da ¢e vozilo proci deonicu sa tacno jednim zaustavljanjem?

PRIMER 25 U kutiji se nalazi 5 kuglica sa brojem 1 i 7 kuglica sa brojem 2. Na slucajan nacin
se izvlaci dve kuglice. Slucajna promenljiva X predstavlja zbir izvucenih brojeva.

Naci zakon raspodele i ocekivanje slucajne promenljive X.

PRIMER 26 Bacaju se dve kockice za igru. Slucajna promenljiva X predstavlja razliku broje-
va na kockicama (apsolutnu vrednost).

Nacdi zakon raspodele, izracunati o¢ekivanje E(X) i disperziju (varijansu) D(X) slucajne
promenljive X.

PRIMER 27 U kutiji se nalazi 3 kuglice sa brojem 1 i 2 kuglice sa brojem 2. Na slucajan nac¢in
se dva puta izvlaci kuglica sa vracanjem. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja zbir izvucenih
brojeva.

Naci zakon raspodele i ocekivanje sluc¢ajne promenljive X.

2
PRIMER 28 Neka X : N(2,1) i neka je ®(x) = [ \/%fne’de.

Izraziti verovatnoce P(X < 1.55),P(X > 3),P(|X| < 2.5) preko ®(x), ocitati dobijene
vrednosti iz tablica i izracunati verovatnoce.

PRIMER 29 Koriste¢i Moavr-Laplasovu aproksimaciju izrac¢unati kolika je verovatnoca da
je broj sestica u 500 bacanja kocke izmedu 80 i 100?

z .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09

0.3 ] 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 ] 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5] 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

09 ] 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.9 109713 09719 09726 09732 0.9738 09744 09750 09756 09761 0.9767
20109772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
21109821 0.9826 0.9830 09834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857




Vazne statistike uzorka (X, X5, ..., X,)

Aritmeti¢ka sredina uzorka
_ 12
Xn = — Z X
]

Uzoracka disperzija (varijansa)

- 1 & _ 1 & _
S; = = Y (Xx— Xu)? = = ) XX,
k=1 k=1

Uzoracka korigovana disperzija

S‘Z/: 1 i(X _X)2:LS_2
n n—14~ k " n—1"

Uzoracka (korigovana) standardna devijacija
Sn = \/ g% S_:’l =V S_%/

Medijana uzorka
n parno: srednji po velic¢ini,
Me = . L . . v
n neparno: aritmeticka sredina dva srednja po velic¢ini.
Modus uzorka
Mo = element(i) koji se najvisSe puta pojavio u uzorku.

PRIMER 30 Za uzorak (1,2,3,3,5) izracunati uzorac¢ku sredinu, varijansu, standardnu de-
vijaciju, korigovanu standardnu devijaciju, medijanu i modus.

PRIMER 31 Iz populacije studenata FIMEKa odabrano je 10 muskih studenata i izmerena
im je visina u centimetrima:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
175. 176.5 168 170.5 172 1745 184 170.5 177.5 186

Za visinu studenata izracunati aritmeticku sredinu, varijansu, standardnu devijaciju, kori-
govanu standardnu devijaciju, medijanu.



Intervalni i tabelarni uzorak

PRIMER 32 Iz jednog univerziteta odabrano je 100 muskih studenata i anketirani su za visi-
nu u centimetrima. Rezultati su dati u tabeli

160-170 | 170-175 | 175-180 | 180-185 | 185-190 | 190-200
14 | 3 | 29 | 13 | 8 | 6

Za visinu studenata izracunati aritmeti¢ku sredinu, varijansu, standardnu devijaciju, ko-
rigovanu standardnu devijaciju, medijanu.

Nacrtati histogram i poligon visine studenata univerziteta.

P RI M E R 33 Putnici u vagonu na polasku iz BG

A. d. "Srbijavoz" je danima evi-
dentirao broj putnika u vagonu
prve klase na polasku iz Beogra- -
da za Novi Sad i rezultati su pri-
kazani na stubicastom dijagra-
mu desno. =

13 14 15 16 17 18

broj putnika

Rekonstruisati uzorak (x1,xy, ...,x,) sa datog dijagrama.
n= . Uzorak:

Izracunati srednju vrednost i korigovanu standardnu devijaciju uzorka.

PRIMER 34 Putnici u gradskom autobusu su pitani koliko puta su u poslednjih 7 dana ko-
ristili gradski autobus. Odgovori su dati u tabeli:

Izrac¢unati srednju vrednost, medijanu i korigovanu standardnu devijaciju uzorka.



PRIMER 35 Od izlaska nove serije trkackih patika prodato je 50 pari sa duZinom uloska
predstavljenoj na histogramu desno.

(a) Rekonstruisati uzorak i izracunati aritmeticku sredinu.
(b) Izracunati srednje kvadratno odstupanje duZine uloska.

(c) Naci 95% interval poverenja srednje vrednosti duZine uloska.

Histogram of duzina_uloska

15
|

10

Frequency

T T T T T 1
26.0 26.5 27.0 275 28.0 28.5

duzina_uloska

veli¢ina |411/3 42 422/3 431/3 44 442/3
duZina uloska [cm]| 26 26.5 27 275 28 285

komada| 3 7 8 15 9 8
X, = (3:26+7-265+---+8-285)/50 = 27.44
32 = 37673.5/50 — 27.44? = 0.5164 = 0.7186098>

n=>50; t =2.010; %, + t /-y = 27.234,27.646

PRIMER 36 Na poslednjoj stanici autobuske linije izvrseno je brojanje putnika koji su izasli
i dobijeni su slede¢i retultati.

4. 5 4, 5 3, 1, 20 3, 4 8 0 1, 4

(a) Izracunati srednju vrednost X, i modus Mo uzorka.
(b) Izracunati srednje kvadratno odstupanje uzorka.
(c) Naci 90% interval poverenja za srednju vrednost broja putnika.

(a) n = 13; sortiran uzorak:0,1,1,2,3,3,4,4,4,4,5,5, §;
Mo=4; %, = (4+5+---+4)/13 = 3.384615.

(b) 82 =1/13- ((4 — 3.384615)? + - - - + (4 — 3.384615)?) = 4.08284 = 2.020604°.

(c) n=13; t =1.782; x, £t/ ngl%l = 3.38461511.782-2.020604 / /12 = 2.345178, 4.424052




ocena || 112|131 4|5

PRIMER 37 Za ocene Projdaka | 5|9 4|55 pnspismenom ispitu u sludajnom uzorku
daka petih razreda naci interval poverenja sa pragom znacajnosti 1 — a = 0.95 ako je poznato
c=14.

PRIMER 38 Merena je masa ucenika jedne generacije u skoli:

masa [kg] [60,61) [62,64) [64,66) [66,68) [68, 70)
broj ucenika 5 18 42 27 8

(a) Nacrtati histogram, poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(b) Odrediti modus i medijanu.
(c) Izracunati aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

(d) Naci 99% interval poverenja za masu.



PRIMER 39 U tabeli su dati podaci o plati u jednom preduzecu:

plata: | 50.000 - 79.999 | 80.000 - 109.999 | 110.000 - 139.999
broj isplata: 9 15 12

plata: | 140.000 - 169.999 | 170.000 - 200.000
broj isplata: 8 6

(a) Izracunati srednju vrednost X,, modus Mo i medijanu Me plate.

(b) Nacrtati histogram plata i na njemu oznaciti dobijene mere centralne tendencije.

(c) Izracunati uzoracku varijansu, standardnu devijaciju i koeficijent varijacije.

(d) Naci 95% interval poverenja za srednju vrednost.

PRIMER 40 Dat je histogram godisnjih plata u jednom preduzecu u hiljadama dolara:

15

10
|

Histogram of plate

15

12

Frequency

50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

plate

(a) Rekonstruisati uzorak, izra¢unati aritmeticku sredinu, Modus i Medijanu.

(b) Izracunati srednje kvadratno odstupanje i standardnu devijaciju uzorka.

(c) Naci 95% interval poverenja srednje vrednosti plate.
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mpg | cyl | hp
210 6110
21.0| 6110
28| 4| 93
214 6| 110
18.7 81175
181 6105
143 | 8245
244 | 4| 62
22.8 4| 95
19.2 6| 123
178 | 6123
164 | 8| 180
173 | 8180
152 | 8180
104 | 8205
10.4 8| 215
147 | 8230
324 | 4| 66
304 | 4| 52
339 | 4| 65
21.5 4| 97
155 | 8| 150
152 | 8| 150
133 | 8245
19.2 81175
273| 4| 66
260 | 4| 91
304 | 4113
158 | 8| 264
19.7 6| 175
150 | 8335
214 | 4109

PRIMER 41 U casopisu 1974 Motor Trend US Magazine su
objavljeni podaci testiranja 32 automobila. U tabeli levo su
dati podaci:

varijabla | opis
mpg | koliko milja moZe preci sa galonom goriva
cyl | broj cilindara motora
hp | snaga motora (horse power)

Posmatra se mpg za dva uzorka:

\ uzorak
automobili sa 4 cilindra
ostali automobili

1
2

Izracunati srednje vrednosti X1 i X, oba uzorka i uzoracke
. .o _2 . _2

disperzije 57155 ) i

v . .. X1 — X2

Izra¢unati vrednost statistike t :=

2
52
np -1

2
51

7’11—1 +

Testirati hipotezu o jednakosti srednjih vrednosti mpg za
uzorke sa pragom znacajnosti « = 0.05.

Resenje:
br. uzorka‘ n \ X \ 52
1 11 | 26.6636 | 18.4896
2 21 | 16.6476 | 9.4511

t = [26.6636 — 16.6476|/+/18.4896 /10 + 9.4511/20 = 6.5737

= 2 = 2
1 5 41 5
nm—1 \n—1 no—1 \ np—1

18.4896 , 9.4511 2
( -1 T 2i-1 )

() o ()

t > t;_, =2.131 = odbacujemo Hy.

> = 15.266.
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PRIMER 42 Anketirano je 10 osoba za masu u kg pre i posle Uskrsnjih praznika:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pre 755 720 655 855 920 912 725 625 53.0 49.5
posle | 76.5 73.2 66.0 86.6 91.5 93.0 725 63.5 545 49.5

Testirati hipotezu da su se ljudi ugojili tokom praznika.

Resenje:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pre—posle‘—l.O -12 -05 -11 05 -18 00 —-10 —-15 0.0

n =10, ¥, = —0.76, 32 = 0.4864,

| %, — O] W) 0.76
n—1=—"ouv9=32692>1t_, =2262
NG V/0.4864 e
95% interval poverenja: 0 ¢ (—1.2858941, —0.2341059).
Odbacujemo Hy(u1 = yz) sa pragom znacajnosti « = 0.05.

P-vrednost je a* = 0.009696 < 0.05.




