1 Sortiranje

1: function PROGRAM1(A)
2 n < length(A)
1. Sta rqdi sledec’i alggvfitam? . i ?:f ]-it?ii 1—1do
U zavisnosti od‘vellvcme L.tlaznog niza A, :. if A[j] > A[j + 1] then
koliko je vreme izvrsavanja datog algorit- 6 flag «+ false
ma? .
) 5 ' 7 end if
Da li se moze ubrzati? 8 end for
9 return flag

10: end function

Dati algoritam proverava da li je ulazni niz sortiran.

Naime, u liniji 2 se bulovska promenljiva flag! postavlja na podrazumevanu vrednost
true, koja pretpostavlja da je niz sortiran.

U for petlji se za sve ¢lanove niza proverava da li je ¢lan sa manjim indeksom veéi od
¢lana sa ve¢im indeksom. Ako je to barem jednom ispunjeno, tj. ako su posmatrani ele-
menti u inverziji, promenljiva flag ¢e biti postavljena na false i po zavrSetku algoritma ce
ostati i biti vracena kao false, Sto znaci da niz nije sortiran.

Linijama koda 2, 3, 4, 5, 6, 9 dodelimo redom vreme izvrSavanja cp, c3, c4, Cs5, Cg, C9. U
tabeli imamo koliko se puta koja od ovih linija izvrSava

vreme izviSavanja | ¢ | 3 | e | 5 | 6 | o9

brojizvréavanja‘ 1 1 ‘ n ‘n—l‘ m ‘ 1

Sa obzirom da ne znamo m, broj koliko puta ¢e se naci par susednih brojeva tako da je
¢lan sa manjim indeksom vec¢i od ¢lana sa ve¢im indeksom (jedino znamo daje1 < m <
n — 1), razlikujemo tri slucaja:

Best case | T(n) =cp + c3 + ncg + (n —1)cs + Ocg + cg = O(n)

Worst case | T(n) =cy+c3+nca+ (n—1)cs + (1 — 1)cg + co = O(n)

Average case | T(n) =cy+c3+ncg+ (n—1)cs + |5 |cg +c9g = O(n)

U Average? case smo pretpostavili da je u pola sluéajeva uporedivani par u inverziji (da
je veci broj ispred manjeg).

Dati algoritam se moze ubrzati tako Sto ¢e se iza linije 6 ubaciti komanda break, koja iz-
lazi iz for petlje, jer je dovoljno samo jednom postaviti promenljivu flag na false. Ukoliko
u implementaciji ne postoji komanda break, umesto for petlje treba koristiti while petlju.

lflag = zastavica, EN; true = tatno, EN; false = neta¢no, EN; length = duZina, EN
2best = najbolji, EN; worst = najgori, EN; average = srednji, EN; case = slu¢aj, EN



2. Doraditi algoritam iz zadatka 1 tako da se izvrsi zamena ako je uporedivani par u inverziji
i da se to ponavlja u repeat-until petlji od pocetka i da se prestane kad se dobije sortiran niz.

Da li ée i zasto dobijeni algoritam ikad izali iz repeat-until petlje?

Koliko uporedivanja i koliko zamena Ce dati program imati za ulaz [5,2,4,6,1,3]?

Da li se dobijeni kod moze ubrzati izmenom granice u for petlji?

Da li se dobijeni kod moze ubrzati ako se pamti koji deo niza je sortiran?

12

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:

: end procedure

: procedure PROGRAM2(A)
n < length(A)
repeat
flag < true
forj<—1ton—1do
if A[j] > A[j + 1] then
swap(A[j], Alj + 1])
flag < false
end if
end for
until flag

Program u for petlji "gura" vece elemente na
koje nailazi usput prema kraju. Prvi put ¢e for
petlja "odgurati" najveci element do kraja, sle-
dedi put ¢e odgurati drugi po veli¢ini element,
i tako dalje.

Dakle: sigurno Ce se repeat-until petlja zavrsiti
posle najvise n ciklusa, gde je n duzina ulaznog
niza.

Posle k izvodenja repeat-until petlje, k eleme-

nata sa kraja Ce biti sortirani, pa se moze sma-

njiti gornja granica for petlje: Izmedu linije 10

i 11 (vidi PROGRAM2A) ubacimo liniju
n<n-—1.

Program se moZe i dalje ubrzati ako se uvede

promenljiva koja ¢e "pamtiti" poslednji element koji je u for petlji zamenjen, jer su svi
ostali iza njega sortirani(vidi PROGRAM2B).

Dobijeni algoritam PROGRAM2 se naziva BUBBLE® SORT i posmatrana ubrzanja PRO-
GRAM2A i PROGRAM2B su uobicCajena, mada ne smanjuju red kompleksnosti algoritma.

procedure PROGRAM2A(A)
n < length(A)
repeat
flag < true
forj<~1ton—1do
if A[j] > A[j + 1] then
swap(Alj], Alj + 1])
flag < false
end if
end for
n<n-—1
until flag
end procedure

3bubble = mehuri¢, EN; swap = zamena, EN

procedure PROGRAM2B(A)
n < length(A)
repeat
newn <— 0
forj<-1ton—1do
if A[j] > A[j + 1] then
swap(Alj], Alj + 1])
newn <— j
end if
end for
n < newn
untiln =0
end procedure



U algoritmu PROGRAM2, u liniji 6 se vrsi uporedivanje, u liniji 7 zamena. U algoritmima
PROGRAMZ2A i PROGRAM2B se te linije nalaze na drugom rednom broju.

Ako se dati ulaz [5,2,4,6,1,3] propusti kroz dobijene programe, paZzljivim prebrojava-
njem, dobi¢emo rezultate:

algoritam | br. uporedivanja | br. zamena
PROGRAM2 25 9
PROGRAM2A 15 9
PROGRAM2B 14 9

. Napisati algoritam za sortiranje umetanjem, takozvani INSERTION SORT.

Propustiti ulaz [5,2,4,6,1,3] kroz dobijeni algoritam i prebrojati broj poredenja i upisivanja
elemenata u niz, odnosno u privremenu promenljivu.

Uporediti dobijeni algoritam sa algoritmom iz zadatka 2.

Algoritam polazi od drugog elementa i ide do

kraja: pretpostavlja da ja niz od pocetka do 1: procedure INSERTION SORT(A)
posmatranog elementa sortiran. 2 for j < 2 to length(A) do
Uporeduje se posmatrani element sa elemen- 3 I.cey = Alj]
tima prema poletku, pomeraju se elementi 4 i<j—1
sortiranog dela koji su veéi od posmatranog while i > 0 & A[i] > key do
i kad se nade mesto, upise se posmatrani ele- © Ali +1] + Alf]
ment. 7 i+—i—1
U kodu sa desne strane uporedivanje se vrsi u 8 enq while
liniji 5, a upisivanja u linijama 3, 61 9. ? Ali +1] < key

10: end for

Ako se propusti ulaz [5,2,4,6,1,3] kroz algo-
ritam, pazljivim prebrojavanjem dobijamo da
se uporedivanje kljuceva vrsilo 12 puta, a upi-
sivanja (linije 3, 6, i 9 zajedno) 19 puta.

11: end procedure

Znajudi da je za jednu zamenu iz BUBBLE SORT (PROGRAM2) potrebno izvr$iti 3 pisanja,
ovaj algoritam je bolji.

. Napisati algoritam za sortiranje biranjem, takozvani SELECTION SORT.

Propustiti ulaz [5,2,4,6,1,3] kroz dobijeni algoritam i prebrojati broj uporedivanja, broj
zamena elemanata niza, i broj upisivanja indeksa.

Od prvog do poslednjeg elementa algoritam bira najmanji desno od njega i menja mu
mesto sa trenutnim elementom.

Razlika funkcije exchange(Ali], Alimin]) 1 swap(A[i], Alimin]) je u tome $to se u exchan-
ge* prvo proveri da li je u pitanju isti elemenat, da se ne bi vrilo nepotrebno pisanje.

*exchange = zamena, EN



procedure SELECTION SORT(A)
n < length(A)
fori< 1tondo
Z'min 1
forj<i+1tondo
if A[j] < Alimin] then
Z'min <_]
end if
end for
10: exchange(Ali], Alimin])
11: end for
12: end procedure

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

Za dati ulaz SELECTION SORT algoritam izvrsa-
va 15 poredenja (linija 6) , 3 zamene (unuta
exchange iz linije 10, kad je u pitanju razlicit
indeks), i 11 zapisivanja indeksa (linije 4 i 7).
Ovaj algoritam je po broju upisivanja (zame-
na) elemenata niza bolji od oba algoritma iz
zadatke 2. Kad se sortiranje vr$i na mediju na
kome je upisivanje "skupo" (spore memorije),
preporucuje se ovaj algoritam.

Ovo je, isto kao BUBBLE SORT i INSERTION
SORT inkrementalno sortiranje. Ideja inkre-
mentalnog sortiranja je da je deo niza sortiran
i da se taj deo uvecava.

. Napraviti analizu brzine rada SELECTION SORT algoritma za niz dugine n.

Napisali smo ponovo algoritam sa

brojem ciklusa izrSavanja desnou 1:
komentaru. 2
Nacin implementacije pseudo ko- 3
da SELECTION SORT algoritma, %
brzina i sposobnost procesora i >
memorije moZe da uti¢e na brzi- ©
nu rada algoritma. Uz male ra- 7
zlike izvréna verzija koja se dobi- 8
je kompajliranjem programa na- °
pisanog na osnovu ovog pseudo 10
koda treba da bude otprilike kao 11
u ovoj analizi. 12:
Liniji algoritma i dodeljujemo i

vreme izvrSavanja c;. "End" linija-

ma ne dodeljujemo vreme.

Vreme za ulazni niz A(n) je
T(n)

+cC1omn + C117

Kad uvrstimodajet;=n—i+1,

T(n) =
+cion + c11r
Worst case
s;=t;, r=mn

s;i <'t,

cx+c3(n+1)+cqn+cs (”7

procedure SELECTION SORT(A)

n < length(A) > 1
fori< 1tondo >n—+1
Imin < 1 >n
forj+i+1tondo > Yt
if A[]] < A[imin] then > Z?:l(ti - 1)
Imin <_] > Z?:l (Si - 1)
end if
end for
if i # imin then >n
Swap(A[i]/A[imin]) >r
end if
end for

end procedure

cotcom+1)+emn+esy i ti+cey i q(t—1)+c7 Y q(si—1)+

2



T(n) = cx+c3(n+1)+cyn+cs (”72 + %) + (¢ + ¢7) (”72 — g) + cion + cin

= n2c52+02ﬁ+n(63+64+c5_2ﬂ+610+011)+02+C3
= O(n7)

Best case
s;=0, r=0
T(n) = co+cz(n+1)+cqn+cs (”72—1—%) —|—c6( n? %) + cion
= n?57% 4 n(c3+ca+ 5% 4 cp0) + 2+ c3
= O(n?)
Naravno da je Average case T(n) = @(n?).
. Napraviti analizu brzine rada INSERTION SORT algoritma za niz dugine n.

Dodelimo linijama 2,3,4,5,6,7,9 redom vremena izvrSavanja cy,c3,C4,Cs,C¢,C7,C9. Broj iz-
vrsavanja odredene linije ¢emo napisati desno kao komentar.

1: procedure INSERTION SORT(A)
2 for i < 2 to length(A) do > n
3 key < Ali >n—1
4: jei—1 >n—1
5: while j > 0& A[j] >keydo > Y
6: Alj +1] «+ A[j] > Yo (H—1)
7 je—j—1 > Y (h—1)
8 end while
9 Alj + 1] < key >n—1
10: end for

11: end procedure

Dobijamo vreme izvrSavanja algoritma:
n n
T(n) =con+(c3+ca)(n—1)+csY ti+ (co+c7)) (i —1) +co(n—1),
2 2

gde je t; broj koliko puta cCe i-ti element trebati da se pomeri prema pocetku plus jedan.
Tako je t; najmanje 1, a najviSe i puta.

Best caset; =1

Tg(n) =con+(cz+cy)(n—1)+cs(n—1)+co(n—1) =0O(n)

Worst case t; =i

TV&/(%) =cn+(c3+cey)(n—1)+cs(n(n+1)/2—1)+ (ce +c7)(n—1)n/2+c9g(n—1) =
On



7.

10.

11.

Dati definiciju i primer © (veliko theta) i O (veliko O) ponasanja.
O(g) = {f1(3e1 > 0)(Fe2 > 0)(3np € N) (Vn) (n > no) = (0 < e1g(n) < f(n) < cag(n))}
Umesto da piSemo f € ©(g), piSemo f = ©(g) i ¢itamo: funkcija f se ponasa kao ©O(g)

(kao veliko theta od g).
Na primer, 3n? = @(n?). (c; = 1,c0 =4,n9 = 1)

O(g) = {f1(3c1 > 0)(Fng € N)(Vn)(n = ng) = (0 < f(n) <cig(n))}

Umesto da piSemo f € O(g), piSemo f = O(g) i ¢itamo: funkcija f se ponasa kao O(g)
(kao veliko O od g).
Na primer, Inn = O(n). (c; = 1,n9 = 1) Pri tome nije Inn veliko theta od n.

. Pokazati da je 3n* — 2n = ©(n?)

Za desnu nejednakost je dovoljno uzeti c; = % Da bismo nasli ¢, podelimo levu nejed-
nakost sa n?. Dobijamo

ogclgg—%, odakle n > 4 =: ny.

=N
o)l

, recimo ¢y :

A=

Sad moZemo uzeti za c1 bilo koji broj koji zadovoljava 0 < ¢ < % —

. Pokazati da je 100n — 1000 = O(n?).

Ocigledno za ¢; = 100 i ng = 10.
Pokazati da je 100n + 1000 = O(n?).
Da, za, recimo, c; =201 ny = 10, jer je

100 | 1
0§100n—|—1000§01n2<:>0§%—i—%gcl@nzm.

Da li je 1001 + 1000 = @(n?)? .

Ne, jer 0 < c1n? < 1001 + 1000 < Elnz — 100 — 1000 < 0, pocev od nekog g, a to je
nemoguce, jer je parabola x zakrivljena nagore (zato Sto je c; > 0), i u beskonacnosti
sigurno jeste iznad x-ose, a ne < 0.




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dati definiciju i primer Q) (veliko omega) ponasanja.

Q(g) = {f1(3c > 0)(Ino € N)(vVn) (n = ng) = (0 < cg(n) < f(n)}

Umesto da pisemo f € Q)(g), piSemo f = Q)(g) i ¢itamo: funkcija f se ponasa kao ()(g)
(kao veliko omega od g).
Na primer, 3n? = Q(n?). (c; = 1,co = 4,19 =1)

Dati vezu ), © i O ponasanja.

Ocigledno vazi: f =0O(g9) < (f=Q(g) A f=0(g))

Pokazati da je 3n* — 2n = Q(n?)

Da, jer je u jednom od prethodnih zadataka bilo $n? — 2n = ®(n?).
Da li je 1001 + 1000 = O(n)?

Da, ocigledno, za, recimo, c; = 101 i np = 1001. Vidimo da je tvrdenje zadatka 10 pregru-
bo. Vazi i 1007 4 1000 = o(n?) (malo o).

Da li je 100n 4+ 1000 = ©(n)?
Da, ocigledno, za, recimo, c; = 101, ¢; = 100 i ny = 1001.
Pokazati da je nlnn +n = O(n?)?

Da, jer je niz ”lnni”ﬁ” konvergentan (konvergira ka nuli), zato je ogranicen, to jest postoji

c1 takvo da pocev od nekog n( vazi ”lr‘ni”z*” < ¢y, §to je ekvivalentno sa nlnn + n < cyn?.

Pokazati da je nlnn +n = Q(n)?

Zato $to je lim Montn
n—oo

= oo, postoji konstanta ¢ > 01iny € N tako da je

nlnn+n
VnelN,nznoéc<T(:>cn<nlnn+n.

Znajuéi da je worst-case vreme izvrsavanja INSERTION SORT algoritma O(n?), n je velitina
ulaza, da li to znadi da ée za svaki ulazni niz velitine n, vreme izvr§avanja biti O(n?)?

Da. Zato $to O(n?) pona$anje daje gornju granicu za vreme izvr$avanja.

Znajuéi da je worst-case vreme izvrsavanja INSERTION SORT algoritma ©(n?), n je velitina
ulaza, da li to znaéi da ée za svaki ulazni niz velitine n, vreme izvrsavanja biti ©(n?)?



21.

22.

23.

Ne. Zato $to ®@(n?) ponasanje daje i gornju i donju granicu. Donja granica neée biti ispu-
njena jer za vec sortiran niz veli¢ine n (best-case za INSERTION SORT) vreme izvr$avanja
je ©(n).

Naéi asimptotsku ocenu za T(n), vreme izvrsavanja INSERTION SORT algoritma za ulaz
dugine n.

U zadatku 6 smo videli da je za T(n) Best case ©(n) i Worst case @(n?).
Mozemo reéi da je T(n) = Q(n) i T(n) = O(n?).
Asimptotske oznake imaju svoju analogiju sa brojevima:

f=0@) = fzg

f=0@) = f<g

f=0@) = f=g

Dati definiciju i primer malog o ponasanja.

o(g) = {f1(Ve > 0)(3np € N)(Vn) (n = ng) = (0 < f(n) <cg(n)}

Kao i do sad, f € o(g) piSemo f =o0(g).

U matematickoj analizi je ¢esta upotreba oznake malo o. Jedina razlika je $to mi zahte-
vamo da su funkcije koje posmatramo nenegativne.

Za (pocev od nekog 1() nenegativne funkcije f i g vazi
. n
f=o(g) & lim —= =0.

Analogija sa brojevima bi bila: f =0(g) = f < g.
Oznaka malo o se koristi da bi jasnije pokazala asimptotski poredak: Na primer

ninn 4+ n = o(n?).

Iz definicije je oCigledno da f =o0(g) = f = O(g).
Napomenimo jo$ da za asimptotske oznake vazi tranzitivnost:

f=0(g) Ng=0(h) = f=0(h)

f=0(g)Ng=0(h) = f=0(h)

f=0(g)Ng=0(h) = f=0Q(h)

f=o(g)Ng=o(h) = f=o(h)

Napisati algoritam koji za dati niz nalazi najmanji i najveli element. Odrediti red broja
poredenja u datom algoritmu (prema velicini niza n).

Resenje je program MINIMAKXI.



24. Napisati algoritam koji za dati niz nalazi najmanji i najveci element a da pri tome ima
najvise 1.5n poredenja, gde je n veli¢ina niza.

Resenje je program MINIMAXI].

1: function MINIMAXI(A) 1: function MINIMAXI1(A)
2: n < length(A) 2 n < length(A)
3: min < A[1] 3 if odd(n) then
4: max <— A[1] 4: max <— A[1]
5: fori< 2tondo 5: min < A[l]
6: if A[i] < min then 6 j2
7: min < Ali] 7 else
8: end if 8 if A[1] > A[2] then
9: if A[i] > max then 9: max <— A[1]
10: max < Ali 10: min < A[2]
11: end if 11: else
12: end for 12: min < A[1]
13: return [min, max]| 13: max < A[2]
14: end function 14: end if
Ocigledno je broj poredenja (linije 6 i 15: j<3
N:n—1+n—-1=2n-2=0(n) (sa 16: end if
c1=2,n9=1). 17: while j < n do
Odnosno: za svaki element (osim prvog, 18: if A[j] > A[j +1] then
a to nije bitno) se vrsi po dva poredenja. 19: if A[j] > max then
Obja$njenje zadatka 24: 20: max < Alj]
Za svaka dva elementa (osim prvog za 21: .end l_f ]
neparno n) se vrsi 3 poredenja, Sto da- 22: if AU_"' 1] < min then
je ukupni broj poredenja %n =15nzan 23: min < Alj+1]
parno, A ukupni broj poredenja je i ma- 24: end if
nji za n neparno. 25: else: , ,
26: if A[j] < min then
27: min < Alj]
28: end if
29: if A[j + 1] > max then
30: max < A[j + 1]
31: end if
32: end if
33: j<j+2
34: end while
35: return [min, max]|

36: end function
0dd® funkcija vraéa true ako je n neparan broj.

>odd = neparno, EN; even = parno, EN



25. Napisati rekurzivni i iterativni algoritam za racunanje faktorijala n! =n-(n—1)----2-1.

function FACTORIAL(n) function FACTORIAL1 (1)
if n <1 then f+1
return 1 for k < 2 ton do
else f+—f-k
return »n - FACTORIAL(n — 1) end for
end if return f
end function end function

26. Fibonacijev niz c¢ine redom brojevi 0,1,1,2,3,5,8,13,... Prva dva su redom 0 i 1, svaki sle-
deci je zbir prethodna dva. Napisati rekurzivni i iterativni algoritam za racunanje n-tog
Fibonacijevog broja.

function FIBONAcCI] (1)

if n <1 then
return n
function FIBONACCI(71) else
if n <1 then fo<0
return n f1+1
else for k < 2 ton do
return FIBONACCI(n — 1)+ f<fo+h
FIBONACCI(n — 2) fo+ fi
end if fisf
end function end for
end if
return f

end function
Rekurzivna procedura FIBONACCI ne sme da se pozove sa velikim 7 jer zaglavi kompjuter
velikim drvetom rekurzije.
Vreme izvrSavanja je manje za iterativne verzije programa iz dva poslednja zadatka.

27. Napisati proceduru za spajanje dva susedna sortirana podniza niza A u sortirani podniz.
Iskoristiti dobijenu proceduru za pisanje MERGE SORT® algoritma za sortiranje.

U realizaciji ¢emo koristiti takozvani dzoker simbol co koji je ve¢i od svih elemenata
koriS¢enog tipa. Ova tehnika omogucava pojednostavljenje koda uz neznatni utrosak
memorije. Ti simboli ne postoje u svakom tipu podataka, za neke tipove kao $to je int,
moze se koristiti maxint.

®merge = spojiti, stopiti, EN

10



procedure MERGE(A, p,q,1)
> spaja podniz niza A od p do g sa podnizom od g+ 1 do r
for k < p to g do > Prebacujemo prvi podniz u L
Lk —p + 1] < Alk]
end for
Llg—p+2] + o
fork<—g+1tordo > Prebacujemo drugi podniz u R
Rlk —q] < A[K]
end for
Rlr—q+1] o
i+1
j1
fork< ptordo > Spajanje
if L[i] < R[j] then
Alk] « L[]
i<—i1+1
else
A[K] = R(j]
j<—j+1
end if
end for
end procedure
procedure SORT(A,p,1)
> Procedura koja se rekurzivno poziva
if p < r then
g Lp+r)/2]
SORT(A,p,q)
SORT(A,g+1,7)
MERGE (A, p,q,7)
end if
end procedure
procedure MERGE SORT(A)
> Glavna procedura koju poziva korisnik
n < length (A)
SORT(A,1,n)
end procedure

Ovaj program deli dobijeni podniz na pola, na svakoj polovini primenjuje rekurzivno istu
tehniku, potom spaja (merge) polovine u jedan, sortiran, podniz.

Povratak iz rekurzije je prazan niz za koji se smatra da je sortiran.

Za rekurzivno pozivanje ovog programa je pogodno staticki alocirati memoriju za podni-
zove L i R koju bi koristile sve instance u svim rekurzivnim pozivima procedure MERGE.

11



28. Napisati algoritam za QUICK SORT sortiranje.

Ovo je vrlo Cesto koriS¢en algoritam sortiranja koji se pokazao brzim i jednostavnim.
Koristi divide & conquer” tehniku isto kao MERGE SORT.

Koristi se procedura PARTITION koja grupiSe premes$tanjem elemenata odabrani podniz
(od p do r) tako da odabrani element (recimo poslednji) bude na svom mestu po redo-
sledu, da ispred njega budu manji ili jednaki od njega, iza njega vec¢i od njega. (x)

Ako je g redni broj mesta odabranog broja, onda se rekurzivno poziva ista procedura na
podnizove od pdog—1iod g+ 1dor, gdesu pir granice posmatranog podniza. Prvi
putseuzimap=1ir=n.

function PARTITION(A, p, 1)
> zamenama srediti niz u skladu sa (%)
x + Alr]
i+p—1
forj< ptor—1do
if A[j] < x then
i<—i1+1
exchange(Ali], A[j])
end if
end for
exchange(A[i + 1], A[r])
returni+1
end function
procedure SORT(A, p,r)
> Procedura koja se rekurzivno poziva
if p <r then
q < PARTITION (A, p,r)
SORT(A,p,q —1)
SORT(A,q+1,7)
end if
end procedure
procedure QUICK SORT(A)
> Glavna procedura koju poziva korisnik
n < length (A)
SORT(A,1,n)
end procedure

7divide & conquer = podeli pa osvoji, EN
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29.

30.

Analizirati red vremena izvrsavanja, red potrosnje memorije i stabilnost algoritama za sor-
tiranje datih u prethodnim zadacima.

U sledecoj tabeli je data trazena asimptotska vrednost za sledece algoritme: BUBBLE SORT
(B), INSERTION SORT (I), SELECTION SORT (S), MERGE SORT (M), QUICK SORT (Q), za
Best case (B), Average case (A) i Worst case (W).

Takode je dat podatak o redu velicine dodatnog memorijskog prostora potrebnog za
sortiranje (M) i podatak o stabilnosti posmatranog algoritma (S).

B A \W M S
B| O(n) Q(n?) O(n?) O(1) DA
I O(n) O(n?) O(n?) O(1) DA
S| ©(n?) O(n?) O(n?) Q1) NE
M | O(nlnn) | O(nlnn) | O(nlnn) | O(n) DA
Q | O(nlnn) | O(nlnn) | O(n?) | O(lnn) | NE

Stabilnost je osobina algoritma da kljucevima sa istom vredno$c¢u ne menja redosled. Ovo
je korisna osobina algoritama za sortiranje, jer za podatke sortirane po jednom kljucu
stabilni algoritmi ¢uvaju redosled kada se primeni sortiranje po drugom kljucu.

Nasa implementacija QUICK SORT algoritma nije stabilna. Ako se ovaj algoritam modifi-
kuje sa ciljem da dobije stabilnost, gube se performanse.

Inace je QUICK SORT u praksi (primenjen na uobicajene podatke) najbrzi od posmatranih
algoritama.

Izvrsiti testiranje posmatranih algoritama na nizu random® brojeva obima 10',10%,103,
10%, 10°.

Algoritmi iz prethodnih zadataka su kodirani i testirani na random uzorku i dobijeni su
rezultati:

B I S M Q
10 | 7.30E-05 | 6.08E-05 | 6.10E-05 | 0.00034 | 0.0003
100 | 0.00021 | 6.10E-05 | 0.0001 | 0.00235 | 0.0008
1000 | 0.01873 | 0.00417 | 0.00625 | 0.0233 | 0.0067

10000 | 1.92922 | 0.35455 | 0.60198 | 0.23819 | 0.0669

100000 | 192.796 | 35.4994 | 60.2424 | 2.38437 | 0.6754

Vidimo da je za veliko n QUICK SORT najbrzi iako je na nizu do velicine 1000 brzi IN-
SERTION SORT. U praksi se za nizove obima manjeg od neke granice u rekurziji sa QUICK
SORTA prelazi na INSERTION SORT. Time se Stedi memorija i vreme, jer je INSERTION SORT
brzi za male nizove i tros$i manje memorije.

8random = slu¢ajni, EN
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2 Apstraktni tipovi podataka

31. Napisati algoritam DET za racunanje determinante matrice formata n X n dovodenjem na
gornje-trougaonu determinantu.

1: function DET(A,n) function PIVOT(A,n,m)
2 znak <1 i1 < m; j1 < m; pm <1
3 fori<—1ton—1do for i +— mton do
4: pm < PIVOT (A, n,i) for j <~ m ton do
5: if =pm then if |Ali,j]| > |Ali1,j1]| then
6 return 0.0 i1 <1514 ]
7 end if end if
8 znak <— znak * pm end for
9: fork<i+1tondo end for
10: w < Alk, i)/ Ali, i if A[i1,j1] =0 then
11: Alk,i] < 0.0 return O
12: forj<i+1tondo end if
13: Alk,j] < Alk,j] — aAli,]] if i1 # m then
14: end for pm < pm * (—1)
15: end for for j <~ m ton do
16: end for swap(Ali,j], Ali1,]])
17: if A[n,n] =0 then end for
18: return 0.0 end if
19: end if if j; # m then
20: d < znak * A[1,1] pm < pm* (—1)
21: fori < 2tondo fori < 1tondo
22: d <« dx* Ali,i] swap(Ali,j], Ali, j1])
23: end for end for
24: return d end if
25: end function return pm

end function

32. Napraviti biblioteku funkcija u programskom jeziku C koje omogucéavaju racunske operacije
sa matricama.

Elementi matrice A, «, se smestaju po vrstama u niz duzine m * n. Indeksiranje elemata
u C-u pocinje od 0, tako da element matrice Alf,j] se u nizu nalazi na mestu A[i * n + j|.

matrice.h
void addmat(double =, double x, double =*, int, int); // sabiranje (I1,1,0,1,1)
void multmat(double =, double =, double «, int, int, int); // mnogenje (I,1,0,1,1,I)
void multscal (double, double x, double =*, int, int); // mnozenje skalarom (I1,1,0,1,1I)
void transpose (doublex, double +, int, int); // transponovanje (I1,0,1,1)
int inverse (doublex, double =, int); // inverzna (1/0,0,1)
double det(doublex, int); // determinanta (1/0,1)
int printmatrix (double«, int, int); // stampanje (I,1,1)
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matrice.c

#include <stdio .h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define epsilon le—12

void addmat(double *A, double *B, double =C,

{ // sabiranje matrica A mXn + B mXn = C mXn
int i;

int m, int n)

for (i=0;i<m#n;i++){
C[i] = A[il+B[il;
}

void multmat(double *A, double %B, double =C,
int m, int p, int n)
{ // mnozenje matrica A mXp = B pXn = C mXn
int i,j,k;

for (i=0;i<m;i++){
for (j=0;j<n;j++)
Cli*n+j] = 0;
for (k=0;k<p; k++)
Cli*n+j] = Cli*n+jl+A[i*p+k]«B[k#«n+j];

}
}
void multscal (double x, double xA, double B, int m, int n)
{ // mnozenje matrica x » A mXn = B mXn
int i;
for (i=0;i<m#n;i++)
B[i] = x+A[i];
}
void transpose (double xA, double B, int m, int n)
{ // transpose( A mXn ) = B nXm
int i,j;
for (i=0;i<m; i++){
for(j=0;j<n;j++){
B[j+mt+i] = A[i*n+j];
}
}
}
int rowpivot(double A, int n, int m)

{ // pivotizuje vrstu m sa il,
int i,j,il=m;
double temp;
for (i=m+1;i<n;i++){
if (fabs (A[i#n+m])>fabs (A[il+n+m])){
i1 = i;

vraca —1 ako rang<n

}

}
if (fabs (A[il *n+m])<epsilon)
return -1;
if (il1!'=m){
for (j=m;j<n;j++)X{
temp=A[il+«n+j]; A[il+n+j]=A[msn+j]; A[m:n+j]=temp;
}
}
return il;
}
int inverse (double A, double *B, int n)
{ // A”(-1) = B (menja A) daje n—rang(A).
int i,j,k,il;
double alpha;
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++)
Bli*n+j] = (double) (i==j);
// Gausove eliminacije
for(i=0;i<n—-1;i++){
if ((il=rowpivot(A,n,i))==-1){
return (n—i); // rang je i, A nema inverznu

rang (A)<n => nema inv

¥

for(j=0;j<n;j++){
alpha = B[i*n+j]; B[i+*n+j] = B[il«n+j];
B[il+n+j] = alpha;

}
for (k=i+1;k<n;k++){
alpha = A[k#«n+i]/A[i*n+i];
Alksn+i] = 0;
for(j=i+1;j<n;j++)
Alk#n+j] = A[k#n+j] — alpha=A[i+n+j];
for(j=0;j<n;j++)
Blk+n+j] = B[k#n+j] — alpha=B[i+n+j];

if (fabs (A[n*n—1])<epsilon)
return 1; // rang je n—1, A nema inverznu
// Zordanove eliminacije
for(i=n—1;i>0;i——){
for (k=0;k<i; k++){
alpha = A[k+«n+i]/Ali+n+i];
for(j=0;j<n;j++){
B[k+n+j]=B[k«n+j]—alpha«B[i«n+j];
}
}
for(j=0;j<n;j++)
Bli*n+j]=B[i*n+j]/Ali*n+i];
}
for(j=0;j<n;j++)
BLj1=B[jl/A[i];
return 0; // A ima inverznu, nalazi se u B
int pivot(double *A, int n, int m)
{ // pivotizuje vrstu il / kolonu jl sa m / m,
int i,j,il=m,jl=m,znak=1;
double temp;
for (i=m;i<n;i++){
for (j=m;j<n;j++)X{
if (fabs (A[i*n+j])>fabs (A[il+n+j11)){

vraca +/-1

il = i;
1 =j;
)
)
b
if (fabs (A[il+n+jl])<epsilon)
return O;
if (i11=m){

znak = znakx(—1);
for (j=m;j<n;j++){

temp=A[il+n+j]; A[il+n+jl=A[m+n+j]; A[msn+jl=temp;
b

}
if (j1!=m){
znak = znakx(—1);
for(i=0;i<n;i++){
temp=A[i*n+m]; A[i*n+m]=A[i*n+jl]; A[i+n+jl]=temp;
}
}

return znak;

}
double det(double *A, int n)
{ // racuna determinantu matrice A nXn,
int i,j,k,pm,znak=1;
double alpha;
for(i=0;i<n—-1;i++){
if (! (pm=pivot(A,n,i)))
return 0.0;
znak = znakspm;
for (k=i+1;k<n;k++){
alpha = A[k+«n+i]/Ali+n+i];
Alk+*n+i] = 0;
for(j=i+1;j<n;j++)
Alk#n+j] = A[k#n+j] — alphaxA[i*n+j];

(menja elemente A)

}

}
if (fabs (A[n*n—1])<epsilon)
return 0.0;
alpha = znak+A[O0];
for(i=1;i<n;i++)
alpha = alpha » A[i*n+i];
return alpha;
}
void printmatrix (double *A, int m,
{ // stampa matricu A mXn, m,n < 10
int i,j;

int n)

printf ("\n+");
for(j=0;j<m;j++) printf (" . ")
printf ("—-+\n");
for (i=0;i<m; i++){
printf ("|_");
for(j=0;j<n;j++)
printf ("_%6.2f_" ,A[i*n+j]1);
printf ("_|\n");

printf ("+");
for(j=0;j<m;j++) printf (" . . ... ");
printf ("—=+\n");
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33. Koriste(i biblioteku iz zadatka 32 napisati program u C-u koji resava matri¢nu jednacinu
A+ BX =C, gde su

2 -3 12 3 -1 3 4
A= 4 -7 —-16|,B=|47 6 ,C=1] 2 2 10
-7 —18 —16 7 8 —16 16 20 21

Primenjujuéi matri¢nu algebru dobijamo X = B~!(C — A). U C-u to raéunamo pomoéu
sledeceg programa

main.c
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "matrice.h"
#define epsilon le-12
int main()
{
int nr,n;
n = 3;
double A[]={1,2,-3,4,-7,-16,—7,-18,—16};
double B[]={1,2,3,4,7,6,7,8,—16};
double C[]={-1,3,4,2,2,10,16,20,21};
double sminusA=malloc(n*n+sizeof(double));
double +CminusA=malloc(n+*n*sizeof(double));
double =Binv=malloc(n+nxsizeof(double));
double +X=malloc(n+nxsizeof(double));
if ((nr=inverse (B,Binv,n))){
printf("\nNe_postoji_B"(-1), rang(B)_je _%d." ,n—nr);
}
else{
multscal (—1,A, minusA,3,3);
addmat(C, minusA , CminusA,3,3);
multmat (Binv ,CminusA,X,3,3,3);
printmatrix(X,3,3);
}
return O;
}

Kompajliranje i pokretanje gornjeg programa daje reSenje X =

+-— —+
| 1.00 2.00 3.00 |
| 0.00 1.00 2.00 |
| -1.00 -1.00 -0.00 |
+-— —+
Process returned 0 (0x0) execution time : 0.016 s

Press any key to continue.
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34. Izracunati broj sabiranja i mnozenja elemenata matrice A prilikom ra¢unanja determinante

35.

reda n upotrebom algoritma iz zadatka 31.

U pivotizaciji nema mnoZenja i sabiranja elemenata matrice A. Dovodenje na gornju
trougaonu determinantu se vr$i Gausovim eliminacijama:

Idu¢i brojacem i po dijagonali od prvog do pretposlednjeg elementa, mnozenjem i-te
vrste brojem « = Alk,i]/Ali,i] i oduzimanje od k-te vrste dobija se gornje trougaona
determinanta. Njena vrednost je proizvod elemenata sa glavne dijagonale.

Sabiranja elemenata matrice se vrSe u liniji 13 algoritma (oduzimanje brojimo kao sabi-
ranje). MnoZenja se vrse u liniji 10 (deljenje brojimo kao mnoZenje) i liniji 13, kao i na
samom kraju, u liniji 22, kad se mnoze elementi sa glavne dijagonale.

i SAB(i) MNO(i)
1 m—1)(n—-1)|(n—-1)(n—-1)+n-1
2 m—2)(n—-2)|(n—=2)(n—2)4+n-2

n—2 2.2 2:2+42

n—1 1 1+1
linija 22 0 n—1
Y Y. SAB(i) Y MNO(i)

! 1 ! 1
Koristeéi formulu }_ k* = gn(n +1)(2n+1)i) k= En(n + 1), dobijamo broj sabiranja
k=1 k=1
i mnozenja:

SSAB(i) = %(n ~Dn(2n+1) =00r)

Y _MNO(i) = Y_SAB(i) + %(n —Dn+n—1=0n>)

Izracunati broj sabiranja i mnozenja elemenata matrice A prilikom racunanja determinante
reda n koristeci definiciju:
M1 412 -0 A1
a1 422 - A2n i i
/ 7 = o(11,1p,...1 . . )
. . . . - Z (_1) (i1/i2 n)a1,11a2,12"'an,zn
po svim perm.
ap1l An2 - Aun (iig,--in)

gde je o(iy,ip,...iy) broj inverzija permutacije (iy,ip,...iy), ¢ija parnost odlucuje znak sa-
birka.

Ocigledno ima n! sabiraka, tako da je za ovaj algoritam
Y SAB(i) =n!—1
Y MNO(i) =n!(n—1)
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36.

37.

Ako jedno sabiranje traje 3.13E-9, a mnozenje 3.75E-9, koliko vremena treba da se saberu
i pomnoze elementi matrice 100 x 100 pomocu algoritma iz zadatka 31, ¢ija analiza je u
zadatku 34, odnosno, preko definicije, analiza u zadatku 35?

Vreme dobijamo po formuli
Y SAB(i) x3.13x 107 +Y_MNO(i) x 3.75 x 10,
Za n = 100, formule iz zadatka 34 i 35 daju:

vreme
zad 34 0.0023s

3.49 x 10115 =
1.11 x 10™4godina

zad 35

Ocigledno je racunanje determinante dovodenjem na gornju trougaonu neuporedivo br-
ze za velike formate matrice.

Stavi$e, zbog manjeg broja ratunskih operacija nagomilavanje greske zaokruZivanja je
manje i dobija se precizniji rezultat.

Preciznosti rezultata doprinosi i pivotizacija. Dovodenje najveceg elementa po apsolutnoj
vrednosti na dijagonalu utice na znatno smanjivanje uticaja greske zaokruzivanja.

Pivotizacija je istovremeno i test da li je data matrica singularna: kad se procedura rowpi-
vot vrati sa vredno$¢u nr razli¢itom od 0, onda je matrica singularna, njena determinanta
je 0, arang je n — nr.

Analizirati algoritam za racunanje inverzgne matrice inverse iz zadatka 32.

Posmatrani algoritam prvo vr$i Gausove eliminacije na matrici A i istovremeno na matrici
B koja je u pocetku bila jedini¢na matrica.

Pivotizaciju vr$i samo po vrstama. Akko je matrica singularna, onda ¢e pri izvrSavanju
Gausovih eliminacija rowpivot vratiti -1, Sto ¢e biti signal proceduri inverse da zakljuci
da je matrica singularna, a da je njen rang trenutna vrednost brojaca i.

Naravno, isto kao u implementaciji algoritma za ratunanje determinante u floating point®
aritmetici ne vrsi se uporedivanje dobijene vrednosti sa nulom po jednakosti. Razlog je
$to mala greska zaokruzivanja, koja je neminovna, dovodi do pogresnog zakljucka. Stoga
nulom smatramo brojeve ¢&ija je apsolutna vrednost manja od epsilon = 10712,

Algoritam potom vrsi Zordanove eliminacije na matrici A i B, dovodec¢i elementarnim
transformacijama po vrstama matricu A na jedini¢nu i matricu B na inverznu od A.

Zordanove transformacije se ne moraju vrSiti na elementima matrice A.

?floating point = aritmetika pokretnog zareza, EN
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38. Napisati program u programskom jeziku C koji pravi povezanu listu kao sa slike, ispisuje

njen sadrzaj, i oslobada dinamicki alociranu memoriju. Koristiti tip podataka cvor:

typedef struct cvor cvor;
char podatak;
cvor =sledeci;

}s

struct cvor {

gomila.c

#include <stdio .h>
#include <stdlib.h>
#include <string .h>
typedef struct _cvor cvor;
struct _cvor

char podatak;

cvor =sledeci;

int main()

cvor xgomila = NULL;
cvor =*S;

S = malloc(sizeof(cvor));
(xS).podatak = ’A’;
(xS).sledeci = NULL;

gomila = S;

Y

S = malloc(sizeof(cvor));
S—>podatak = ’B’;
S—>sledeci = gomila;
gomila = S;

S = malloc(sizeof(cvor));
S—>podatak = ’C’;
S—>sledeci = gomila;
gomila = S;

while (S)

{
printf ("%c\n" ,S—>podatak);
S =S — sledeci;

}

while (gomila){
S = gomila;
gomila = gomila—>sledeci;
free(S);

by

return O;
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povezanih listi.

39. Napisati algoritme za implementaciju apstraktnog tipa podataka (ADT'®) Stack pomocu

Treba realizovati MAKENULL, ISEMPTY, PUSH, POP, TOP, ISMEMBER, CLEAR.

Napravicemo tip podataka koji sadrzi data polje i pokazivac na sledeceg clana. Prazan
stek je null pointer. Ovo je uobicajena implementacija steka pomoc¢u povezanih listi.

Posmatrani tip podataka ¢emo zvati node i to Ce biti struktura od dva polja ¢iji su tipovi:

S.data : listdata i S.next : xnode i

U programskom jeziku C struktura koja ¢e
sadrzati ¢vorove nase povezane liste bila bi
opisana slede¢im kodom.

typedef char listdata;
typedef struct node node;

struct _node {
listdata data;
node =*next;

s

U pseudokodu kada se procedure pozivaju
sa parametrom koji predstavlja adresu pro-
menljive A, zapisivac¢emo to sa xA.

procedure MAKENULL(*S)
S <+ NULL
end procedure

function ISEMPTY (*S)
return S = NULL
end function

procedure PUSH(*S,d)
new <— malloc(sizeof(node))
new.data < d
new.next <+ S
S+ new
end procedure

function POP(xS)
temp < S
d < temp.data
S < temp.next
free(temp)
return d

end function

function TOP(%S)
return S.data
end function

function ISMEMBER(%S,d)
temp < S
while —ISEMPTY (temp) do
if temp.data = d then
return 1
end if
temp < temp.next
end while
return 0
end function

procedure CLEAR(xS)
while —ISEMPTY(S) do
POP(S)
end while
end procedure

10ADT = Abstract Data Type = apstraktni tip podataka, EN; stack = kamara, stog, gomila, EN
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40. Dati implementaciju procedura za ADT STACK iz zadatka 39 u programskom jeziku C.

Napraviti fajlove stack.h i stack.c koji ce sadrzati interfejs i implementaciju procedura.

Stek je pokaziva¢ (pointer, EN) na ¢vor.
Prazan stek je NULL pointer. U procedura-
ma i funkcijama prenosimo pokaziva¢ na
stek kao parametar S. Ako sadrzaj steka tre-
ba da se menja (u procedurama MAKENULL,
PUSH, POP, CLEAR), Saljemo adresu pokazi-
vaca na stek kao parametar (*S).

Data sadrzaj elemenata steka je u progra-
mu stavljen da je char zbog upotrebe u sle-
de¢em zadatku. U tom slucaju poredenje na
jednakost u funkciji ISMEMBER je moglo da
se uradi komandom operatorom -=". Ipak,
zbog opstosti, u programu je stavljena funk-
cija memcmp iz string biblioteke, tako da je
sad lako moguce kao data sadrzaj elemena-
ta steka staviti i druge tipove.

stack.h

typedef char listdata;
typedef struct node node;
typedef node =stack;

void makenull (stack =);

int isempty(stack);

int push(stack =, listdata);
listdata pop(stack =);

listdata top(stack);

void clear(stack =);

int ismember(stack, listdata =«);
void printstack (stack);

stack.c

<stdio.h>
<stdlib .h>
<string.h>
"stack.h"

#include
#include
#include
#include

struct _node

{
listdata data;
node =next;
b
int isequal(listdata = lhs, listdata = rhs)
{
return !'memcmp(lhs, rhs, sizeof(listdata));
}

void makenull (stack =S)

{
xS = NULL;

}
int isempty(stack S)
{
return (int) (S==NULL);
}
int push(stack =S, listdata d)
{
node *S new = malloc(sizeof(node));
if (!S_new)
return 1;
S new —> data = d;
S _new —> next = =*S;
*S = S _new;
return O;
}
listdata pop(stack =S)
{
node =S_temp = =*S;
listdata d = S_temp —> data;
*S = S_temp —> next;
free (S_temp);
return d;
}
listdata top(stack S)
{
listdata d = S —> data;
return d;
}
void clear(stack =*S)
{
while (!isempty(«S)) pop(S);
}
int ismember(stack S, listdata =chp)
{
while (S)
{
if (isequal (&(S—>data),chp))
return 1;
S = S —> next;
}
return O;
}
void printstack (stack S)
{
while (S)
{
printf ("%c\n" ,S—>data);
S = S —> next;
}
}
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41. Napisati program u programskom jeziku C koji koriste¢i ADT stack iz zadatka 40: pravi
stek, u njega ubacuje redom elemente A, 'B’, 'C’, zatim skida i ispisuje elemente steka.

mali stek.c

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "stack.h"
int main(void)
{

stack S;

makenull (&S);

push(&S,'A’);

push(&S, 'B’);

push (&S, 'C’);

while (!isempty(S))

printf ("%c\n" ,pop(&S));

return O;

}

42. Napisati program u programskom jeziku C koji koriste¢i ADT stack ucitava tekst iz fajla
ulaz.txtiispisujeufajl izlaz.txtre po re¢ unazad. Reci su nizovi karaktera odvojeni
simbolima: space, tab, newline.

unazad.c

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "stack.h"

int main(void)

{
FILE =xulaz, =izlaz;
stack S;
listdata ch;

makenull (&S);
ulaz = fopen("ulaz.txt", "r");

()

izlaz = fopen("izlaz.txt", "w");

while ((ch=fgetc(ulaz)) != EOF){
if ((ch=="_")||(ch=="\t") || (ch=="\n")){
while (!isempty(S))
fprintf (izlaz ,"%c",pop(&S));
fprintf(izlaz ,"%c",ch);
}
else
push(&S,ch);
}
while (!isempty(S))
fprintf (izlaz , "%c" ,pop(&S));
fclose(izlaz);
fclose (ulaz);

return O;
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43. Napisati algoritam za proveru ispravnosti postavljenih zagrada u fajlu. Koristiti stek kao
strukturu podataka za cuvanje otvorenih zagrada.

function ZAGRADE (ime_ulaza)
> Proverava ispravnost postavljenih zagrada. Vraca retcode :
> = 0 - zagrade ispravno postavljene
> = 1 - otvorena chl do kraja nije zatvorena
> = 2 - zatvorena chl prethodno nije otvorena
> = 3,4,5 - zatvorena ch neuparena sa otvorenom chl = (, [, {
ulaz =open(ime_ulaza); MAKENULL(S); retcode < 0
while —eof(ulaz) do
ch « fgetc(ulaz)
if (ch="(")|(ch="]")|(ch ="{’) then
PUSH(S, ch)
else if (ch =")")|(ch =']")|(ch ='}’) then
if ISEMPTY(S) then
retcode < 2; chl < ch
break
else
chl < pop(S)
if (ch ="))&(ch1 £’ (') then

retcode <— 3
break
else if (ch =')")&(ch1 #’ [') then
retcode < 4
break
else if (ch ='}")&(ch1 #' {’) then
retcode < 5
break
end if
end if
end if
end while

if —retcode then
if ISEMPTY(S) then
retcode <— 0; chl < \0
else
retcode < 1; chl <—TOP(S); CLEAR(S)
end if
end if
fclose(ulaz)
return retcode,chl
end function
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44. Dati implementaciju programa za proveru postavljenih zagrada u programskom jeziku C,
koriste¢i ADT Stack.

zagrade.c
#include <stdio .h>
#include <stdlib.h>
#include "stack.h"
int main(void)
{
FILE =ulaz;
stack S = NULL;
int retcode = 0;
listdata ch, chl;
makenull (&S);
ulaz = fopen("ulaz.txt", "r");
if (ulaz == NULL){
retcode = 6;
}
while( !'retcode && !feof(ulaz) ){
ch = fgetc (ulaz);
if ((ch=="(")||(ch=="[")]](ch=="{")){
if (push(&S,ch))
retcode = 7;
}
else if ((ch==")")||(ch=="1")|]|(ch == *}’)){
if (isempty (S)){
retcode = 2;
}
else{
chl = pop(&S);
if ((ch==")")&&(ch1!="(")){
retcode = 3;
}
else if ((ch=="]1")&&(chl!="[")){
retcode = 4;
}
else if ((ch=="}")&&(chl!="{")){
retcode = 5;
}
}
}
}
fclose (ulaz);
if (retcode){
if (isempty (S)){
retcode = 0;
}
else{
retcode = 1;
chl = top(S);
}
}
clear (&S);
switch (retcode){
case 0:
printf ("\nZagrade_su_dobro_postavljene!\n");
break;
case 1:
printf ("\nOtvorena,_je _zagrada %c_koja _do_kraja_fajla_nije_zatvorena!\n",chl);
break;
case 2:
printf ("\nZatvorena,_je zagrada, %c_koja_pre _toga _nije_otvorena!\n",ch);
break;
case 6:
printf ("\nNe_moze_da_se_otvori_fajl_ulaz.txt!\n");
break;
case 7:
printf ("\nNema_dovoljno_memorije!\n");
break;
default:
printf ("\nZagrade_nisu_dobro_postavljene:\n");
printf ("otvorena, _zagrada %c_je_uparena_sa_zatvorenom,_zagradom %c!\n",chl,ch);
break;
}
return retcode;
}
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45. Dati implementaciju ADT Stack u programskom jeziku C pomocu niza.

Zbog kompatibilnosti interfejsa sa resenjem |3
ADT.SFek prekq povezamh.htsta .zadrz“ah void makenull (stack #8)
smo isti heder fajl, tako da u istim situacija- |{
. .y .. (#S)=malloc(sizeof(node));
{na Brenommo pokazwac na pOSIedn-]l uba- (xS)—>data=malloc(sizeof(listdata)«MAXS);
¢en ¢vor kao parametar S, odnosno adresu (+8)->count = —1;
tog pokazivaca kao parametar (*S). ’
Tako je stack pokaziva¢ na strukturu koja ?‘t isempty(stack )
se iz razloga kompatibilnosti zove node u return (int) (S—>count==-1);
kojoj se pamte elementi steka i duZina ste- |’
ka. Duzina je u polju count i ona je fakti¢- |int push(stack S, listdata d)
. . . Ve {
ki za J.edan manja gd stvarne duZine sFeka. L£ ((+S)—>counts1>=MAXS)
U polju node pamtimo niz data maksimal- return 1;
Ve .o v (xS)—>data[(xS)—>count+1] = d;
ne duzine MAXS u koji smestamo elemente (+S)—>count = (+8)—>count + 1.
steka. return O;
C 1 y. ¥
Inicijalizacija steka (makenull) se vrsi alo-
kacijom memorije za node i potom aloka- ?Stdata pop(stack +8)
cijom memorije za data sadrzaj steka. Na listdata d = («S)—>data[(+S)—>count];
: Ve s : ‘ fo il (xS)—>count = (*S)—>count — 1;
ovaj nacin je teoretskl. moguce povecati ka- return d:
pacitet steka realokacijom memorije. }
stackh listdata top(stack S)
: : t
typedef char listdata; listdata d = S—>data[S—>count];
typedef struct node node; return d;
typedef node =stack; }
void makenull (stack =); void clear (stack S)
int isempty(stack); {
int push(stack =+, listdata); free ((#S)—>data);
listdata pop(stack =); free («S);
listdata top(stack); }
void clear(stack =x);
int ismember(stack, listdata x); int ismember(stack S, listdata =ch)
void printstack (stack); {
int i;
for (i=S—count;i>=0;i—-)
stack.c {
#include <stdio .h> if (isequal (&(S—>data[i]),ch))
#include <stdlib.h> return 1;
#include <string.h> ¥
#include "stack.h" return 0;
#define MAXS 1000 ¥
struct node void printstack(stack S)
{ B o
listdata =data; Int 1; . .
int count; for (i=S—count;i>=0;i—-)
. {
¥ printf ("%c\n" ,S—>data[i]);
int isequal(listdata = lhs, listdata = rhs) ¥ .
{ printf ("\n");
return !'memcmp(lhs, rhs, sizeof(listdata)); ¥
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Elemente reda ¢emo smestiti u niz sused-
nih memorijskih lokacija, tzv. array'2. Ovaj
ADT treba da omoguci dodavanje elemena-
ta na pocetak reda i skidanje sa kraja. Posto
se to moze naizmeni¢no deSavati, pocetak
i kraj reda se mogu pomeriti prema kraju
niza.

Da izbegnemo pomeranje elemenata u me-

moriji, omoguc¢avamo "premotavanje" ele-
menata u kruznoj strukturi, kao na slici:

Treba paziti da kad kraj reda prede preko
MAXQ = maksimalnog rezervisanog broja
elemenata niza, da se za kraj reda uzme
ostatak pri deljenju sa MAXQ.

Red je pun kad je kraj za jedan manji od
pocetka. Posto je to takode stanje praznog
reda, odlucujemo da umesto reprezentacije
pocetni - krajnji (front - rear) element, ko-
ristimo reprezentaciju pocetni - broj (front
- count), gde se krajnji element nalazi na
rednom broju (front + count ) % MAXQ.

struct _queue {
listdata data[MAXQ];
int front;
int count;

b

Hqueue = red, EN
12array = poredak, red, EN

46. Napisati algoritme za implementaciju ADT Queue'!, pomocu niza (array).

Pakujemo u strukturu queue:

e data, niz od MAXQ elemenata,

e front, redni broj pocetnog elementa
e count, broj elemenata.

U pseudo kodu numeracija elemenata niza
krece od 1, ovde ¢emo, radi lakse imple-
mentacije u C-u, numerisati od 0.

procedure MAKENULLQ (xQ)
Q.front <0
Q.count <0

end procedure

function 1ISEMPTYQ(Q)
return —Q.count
end function

procedure ENQUEUE(Q,d)
rear <— (Q.front + Q.count)%MAXQ
Q.data(rear] < d
Q.count < Q.count +1

end procedure

function DEQUEUE(Q)
d < Q.data[Q.front]
Q.front < (Q.front +1)%MAXQ
Q.count < Q.count — 1
return d
end function

function FRONT(xQ)
return Q.data|Q.front]
end function
function ISMEMBERQ (xQ, d)
for i <— front to front 4 count —1 do
if Q.data[i%MAXQ] = d then
return 1
end if
end for
return 0
end function

procedure CLEARQ(*Q)

free(Q)

end procedure
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queue.h

47. Dati implementaciju ADT Queue u programskom jeziku C pomocu niza.

int enqueue(queue Q, listdata d)

typedef char listdata;
typedef struct node node;
typedef struct _queue =queue;
void makenullQ (queue =*);

int isemptyQ(queue);

int enqueue(queue, listdata);
listdata dequeue(queue);
listdata front(queue);

void clearQ (queue);

int ismemberQ(queue, listdata
void printqueue (queue);

*);

queue.c

<stdio.h>
<stdlib.h>
#include <string.h>
#include "queue.h"
#define MAXQ 1000

#include
#include

struct

{

_queue

listdata =data;
int front;
int count;

}s
typedef struct _queue queues;

int isequal(listdata = lhs, listdata = rhs)

{
return !memcmp(lhs, rhs, sizeof(listdata));
}
void makenullQ (queue *Q)
{
(xQ) = malloc(sizeof(queues));
(#xQ—>data = malloc(sizeof(listdata)+~MAXQ);
(xQ—>front = 0;
(#Q—>count = 0;
}
int isemptyQ(queue Q)
{
return !(Q—>count);
}

{
if (Q—count+1==MAXQ) {
return 1;
}
Q—data [(Q—front+Q—>count)%MAXQ] = d;
Q—>count++;
return O;
}
listdata dequeue(queue Q)
{
listdata d = Q—>data[Q—>front];
Q—>front = (Q—>front+1) % MAXQ;
Q—>count——;
return d;
}
listdata front(queue Q)
{
listdata d = Q—>data[Q—>front];
return d;
}
void clearQ (queue Q)
{
free (Q—>data);
free (Q);
}
int ismemberQ(queue Q, listdata =chp)
{
int i;
for (i=0;i<Q—>count;i++)
if (isequal(
&(Q—>data [ (Q—>front+i)%MAXQ]) ,
chp))
return 1;
return O;
}

void printqueue (queue Q)

{
int i;
for (i=0;i<Q—>count;i++)
printf ("%c\n",
Q—data [(Q—>front+i)%MAXQ]);
}
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48. Dati implementaciju ADT Queue u programskom jeziku C pomocu povezane liste.

Za operacije potrebne za rad sa kjuom (queue, EN) dovoljna je jednostruko povezana
lista, kao za stek. Ipak, posto se elementi dodaju na kraj liste, pored pokazivaca na prvi
element liste (front) cuvamo i pokaziva¢ na pokazivac pretposlednjeg elementa u listi
(rear). Kad je kju prazan, taj pokazivac pokazuje na front pokazivac, a front pokazivac je

NULL pointer.

queue.h

int

typedef char listdata;
typedef struct node node;
typedef struct _queue =*queue;

void makenullQ (queue =);

int isemptyQ(queue);

int enqueue(queue, listdata);
listdata dequeue(queue);
listdata front (queue);

void clearQ (queue);

int ismemberQ(queue, listdata
void printqueue (queue);

*);

{

}

queue.c

{

<stdio.h>
<stdlib.h>
<string.h>
"queue.h"

#include
#include
#include
#include

struct _node

{
listdata data;
node *next;
b
struct _queue
{
node =front;
node =xrear;
s

typedef struct _queue queues;

int isequal(listdata = lhs, listdata = rhs)

{
return !memcmp(lhs, rhs, sizeof(listdata));
}
void makenullQ (queue *Q)
{
(xQ) = malloc(sizeof(queues));
(+Q—>front = NULL;
(xQ—>rear = &((xQ—>front);
}

int isemptyQ(queue Q)
{

return (int) (Q—front==NULL);

¥
{

¥
{

¥
{

Q, listdata d)

enqueue (queue

node *N new = malloc(sizeof(node));

if (!N_new)

return (1);
N_new—>data = d;
N_new—>next = NULL;

*(Q—>rear) = N_new;
Q—>rear = &(N_new—>next);
return O;

listdata dequeue(queue Q)

node *N_temp = Q—>front;
listdata d = N_temp—>data;
Q—>front = N_temp—>next;
if (! (Q—>front))

Q—>rear = &(Q—>front);
free (N_temp);
return d;

listdata front(queue Q)

listdata d = (Q—>front)—>data;
return d;

void clearQ (queue Q)

while (!isemptyQ (Q))
dequeue (Q);
free (Q);
ismemberQ(queue Q, listdata =chp)
node *N = Q—>front;
while (N){
if (isequal (&(N—data),chp))
return 1;
N = N-—>next;
}

return O;

void printqueue (queue Q)

node *N = Q—>front;

while (N)

{
printf ("%c\n" ,N—>data);
N = N —> next;
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49. Napisati u programskom jeziku C program koji, koriste¢i ADT Queue, iz fajla ulaz.txt u fajl
izlaz.txt prepisuje prvo pojavljivanje karaktera redom kojim se pojavljuju (ignorise duplika-
te).

main.c

#include <stdio .h>
#include <stdlib .h>
#include "queue.h"

int main(void)
{
FILE =xulaz;
FILE =+izlaz;
queue Q;
listdata ch;

ulaz = fopen("ulaz.txt","r");
izlaz = fopen("izlaz.txt","w");

makenullQ(&Q);

while ((ch=fgetc (ulaz)) != EOF)
if (!ismemberQ(Q,&ch))
if (enqueue(Q,ch)){
printf ("\n_Nema_dovoljno_memorije!\n");
clearQ(Q);
fclose (izlaz);
fclose(ulaz);
return 1;

}
while (!isemptyQ (Q)){
fprintf(izlaz ,"%c" ,dequeue(Q));
}

clearQ(Q);

fclose(izlaz);
fclose(ulaz);

return O;
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3 Grafovi

Graf G je uredena trojka (V(G),E(G),¥g), gde je

* V(G) neprazan skup ¢vorova (vertices, EN),
* E(G) skup grana (edges, EN), V(G) N E(G) = @,

* ¢ funkcija incidencije (incidence, EN), koja svakoj grani pridruZuje neureden
par (neobavezno razli¢itih) ¢vorova.

Ako fukcija 1 granama pridruzuje uredene parove (neobavezno razlic¢itih) ¢vorova, ka-
zemo da je graf orijentisan, odnosno digraf.

Kazemo da je grana uv incidentna ¢vorovima u i v, u i v su njeni krajevi, a ako je graf
orijentisan, onda je u pocetak i v kraj orijentisane grane uv.

Ako ne naglasimo, posmatramo neusmerene grafove.

Grane su paralelne ako su incidentne istim ¢vorovima.

Ako graf ima paralelnih grana kazemo da je multigraf.

Ako je u = v, grana uv je petlja.

Graf je prost ako nema paralelnih grana ni petlji.

Ako drugacije ne naglasimo, kad kazemo graf, mislimo na prost graf.

Cvorovi su susedni ako postoji grana kojoj su incidentni.

Susedstvo (adjacency, EN) ¢vora u je skup Adj(u) svih ¢vorova sa kojima je u susedan.

Stepen ¢vora d(u) je broj njegovih suseda. Naravno: ) dg(u) = 2|E(G)].
ueV(G)

Kompletan graf K;, je graf sa n ¢vorova ¢ija su svaka dva ¢vora susedna.

Kazemo da je graf bipartitan ako se skup ¢vorova moze podeliti na dve neprazne dis-
junktne klase tako da ¢vorovi u jednoj klasi nisu medusobno susedni. Ako su pritom ¢vo-
rovi iz jedne klase susedni sa svim ¢vorovima iz druge klase, kazemo da je to kompletan
bipartitan graf K,, , gde je m broj ¢vorova jedne, a n broj ¢vorova druge klase.

Graf H je podgraf grafa G ako je V(H) C V(G) i E(H) C E(G). Tada je G nadgraf od
H. Ako je, pritom, V(H) = V(G), G je pokrivaju¢i nadgraf (H je pokrivajuci podgraf).
Podgraf je indukovan podskupom ¢vorova, odnosno grana, ako mu pripadaju sve odgo-
varajuce grane, odnosno Cvorovi.

Setnja kroz graf je konacan, neprazan niz W = vge1v1e205 ... e, U1 kojem se smenjuju
¢vorovi i grane grafa G, i ¢vorovi v;_4 i v; su krajevi grane e;. Kazemo da ova Setnja W
spaja ¢vorove vy i vy, piSemo vy ~> vy.

Staza je Setnja u kojoj se grane ne ponavljaju.

Put je staza u kojoj se ¢vorovi ne ponavljaju.

Dva ¢vora su povezana ako postoji put koji ih povezuje.
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Povezanost ¢vorova je relacija ekvivalencije, klase ekvivalencije su komponente pove-
zanosti. Graf je povezan ako ima ta¢no jednu komponentu povezanosti.

Ako se pocetni i krajnji ¢vor Setnje, staze, puta, poklapaju, kazemo da je zatvorena
Setnja, staza, put. Zatvorena staza je kontura.

Kontura koja sadrzi sve grane grafa je Ojlerova kontura. Graf koji ima Ojlerovu konturu
je Ojlerov graf. Graf u kome postoji staza koja sadrzi sve grane grafa zove se Polu
Ojlerov graf.

Netrivijalni graf (ili multigraf) bez izolovanih ¢vorova je Ojlerov ako i samo ako je pove-
zan i svaki ¢vor je parnog stepena.

Put koji sadrzi sve ¢vorove grafa je Hamiltonov put, graf koji ima Hamiltonov put je
Polu Hamiltonov graf. Ako graf ima zatvoreni Hamiltonov put, onda je Hamiltonov.

Graf sa n ¢vorova (n > 3) u kome za svaka dva susedna ¢vora uivvazidg(u) +dg(v) >n
je Hamiltonov graf.

Graf koji nema konturu je acikli¢an.

Za graf sa skupom ¢vorova V(G) = {vy,...,v,, } matrica susedstva (adjacency matrix,
EN) je Mg = [m; j], gde je

S 1, ako suv; i v; susedni,
"= 0, akov;iwv; nisu susedni.

Lista susedstva (adjacency list, EN) je niz Adj(v;), i = 1,...m susedstava ¢vorova v;.
Povezan, aciklican graf je drvo (tree, EN). Aciklican graf je Suma (forest, EN).

Svaka dva ¢vora drveta su povezana jedinstvenim putem.

Cvor u drvetu je viseéi ako je njegov stepen 1. (dg(v;) = 1)

Netrivijalno drvo sadrzi bar dva viseca ¢vora. Drvo sa m ¢vorova ima m — 1 grana.
Ako je drvo T pokrivajuci podgraf grafa G, kazemo da je T pokrivajuce drvo grafa G.
Graf ima pokrivajuce drvo ako i samo ako je povezan.

Orijentisani grafovi

Za orijentisane grafove se analogno neorijentisanim mogu definisati orijentisana $etnja,
staza, put, postujudi orijentaciju.

Orijentisani graf je orijentisano drvo ako se ignorisanjem orijentacije dobije drvo. Ako
su pritom sve grane usmerene od jednog ¢vora, kazemo da je to korensko drvo i da
je ¢vor od koga su grane orijentisane koren. Za orijentisanu granu (#,v) u korenskom
drvetu kazemo da je ¢vor u roditelj (ili otac) (parent, EN) a v je dete (child, EN).
Korensko drvo u kome svaki ¢vor ima najvise dva deteta zovemo binarno drvo.

Cvorovi u i v su jako povezani ako postoje putevi koji spajaju u ~» v i v ~ u. Jaka
povezanost je relacija ekvivalencije. Njene klase ekvivalencije zovemo komponente jake
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povezanosti. Jaka povezanost indukuje graf jako povezanih komponenti: ¢vorovi su
komponente, grane izmedu komponenti postoje ako postoji grana izmedu elemenata.

Orijentisani graf je jako povezan ako ima ta¢no jednu komponentu.

Orijentisani aciklicni graf (DAG = Directed Acyclic Graph, EN) se moze topoloski sor-
tirati, odnosno: ¢vorovi grafa se mogu poredati u niz tako da ako postoji grana (u,v),
onda, u nizu, u prethodi v.

Strukture podataka za grafove
Matrica susedstva

Graf se u memoriju kompjutera moze smestiti u matricu susedstva koja sadrzi nule i
jedinice. Za prost graf to je simetricna matrica sa nulama na glavnoj dijagonali, pa se
radi uStede memorije moZe koristiti samo gornji trougao. Ako se za graf zele u memoriji
smestiti tezine grana, moze se koristiti matrica koja na mestu (7,j) ima tezinu grane
izmedu ¢vorova v; i v}, a ako ne postoji grana: specijalni dzoker simbol ¢ija vrednost nije
dopustiva za tezinu grane.

u | Adj(u)
‘ e 01100 01, 2
10011 110, 3, 4
1 0001 210, 4
01001 311, 4
e a 01110 411, 2, 3
Graf Matrica susedstva Lista susedstva

Lista susedstva

Susedstvo Adj(u) ¢vora u se moze cuvati u povezanoj listi. Ako Zelimo sacuvati redosled
dodavanja ¢vorova u graf u povezanoj listi susedstva, koristicemo tehnologiju dodavanja
elemenata u queue: proceduru enqueue iz zadatka 48.

Lista susedstva se za graf najceS¢e pamti ne kao lista listi, ve¢ kao niz pokazivaca na
povezane liste suseda za svaki ¢vor. Na taj nacin se moze brzo doci do svih suseda nekog
¢vora.
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Binarna drva

Binarno drvo u memoriji racunara mozemo Ccuvati kao nizove LC i RC adresa levog i
desnog deteta svakog ¢vora (LC = left child, RC= right child, EN). Koristi se poseban
NULL simbol ako neki ¢vor nema levo odnosno desno dete. Pored toga, posebno se ¢uva
adresa korena i niz K kljuceva (keys, EN), sa adresama informacionog sadrzaja svakog
¢vora.

50. U programskom jeziku C napisati proceduru koja koristeci sledei tip podataka za graf

typedef struct node gnode;
typedef gnode xgrana;
typedef int nextnode;

struct node

{
nextnode data;
gnode #next;

b

* dodaje granu na kraj liste susedstva: enqueue_list,

* odugzima prvu granu iz liste susedstva: dequeue _list,

* oslobada dinamicki alociranu memoriju jedne liste susedstva: clear list,
* oslobada dinamicki alociranu memoriju grafa: clear graf,

* Stampa tabelu liste susedstva: print_graf,

* Stampa matricu susedstva: print_graf matrix.

void enqueue list(grana =+grana_tail p, nextnode d) {
grana grana new = malloc(sizeof(grana));

grana_new —> data = d;

grana_new —> next = NULL;
xw«grana_tail p = grana_new;
xgrana_tail p = &(grana_new—>next);

}

nextnode dequeue list(grana xgrana head)

{
grana grana_temp = *grana_head;
nextnode d=-1;
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if (grana_head)

{
d = grana temp —> data;
xgrana_head = grana temp —> next;
free (grana temp);
b
return d;
b
void clear list(grana =adjp)
{
while (xadjp)
dequeue list(adjp);
b
void clear graph(grana graf[])
{
int i;
for (i=0;i<max_cvorova;i++){
clear list(&(graf[i]));
b
b
void print _graph(grana G[],int n)
{
int i;
grana gr;
printf ("\nCvor_|_Adj(Cvor):");
printf ("\n | \n");
for (i=0;i<n;i++){
printf ("%4d_|",i);
gr = G[il;
while (gr){
printf (" _%2d,",gr—>data);
gr = gr—>next;
b
printf ("\n");
by
printf (" i \n");
b

void print _graph matrix (unsigned char M[],int n)

{
int i,j;
printf ("\n__..|");
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for (j=0;j<n;j++)
printf ("%2d_",j);

printf ("\n");

printf ("—+");

for (j=0;j<n;j++)
printf ("—");

printf ("\n");

for (i=0;i<n;i++){
printf ("%2d_|",i);
for (j=0;j<n;j++){

printf (" _%1d_ " M[i*n+j1);

}
printf ("\n");

51. U programskom jeziku C napisati proceduru koja transponuje graf koristeéi proceduru
enqueue_list iz zadatka 50.

void transpose graph(grana G[], int n, grana GT[])
{
int i,j;
grana gr;
grana =rear[max_cvoroval];

for (i=0;i<max_cvorova;i++){
GT[i] = NULL;
rear[i] = &(GT[i]);

¥

for(i=0;i<n;i++){
gr = Glil;
while (gr){
j = gr—>data;
enqueue list(&(rear[j]),i);
gr = gr—>next;

52. Koristeci procedure iz zadatka 50 i 51 u programskom jeziku C napisati glavni program koji
ubacuje graf sa slike u memoriju, stampa listu susedstva, transponuje graf, oslobada memo-
riju originalnog grafa, stampa listu susedstva transponovanog grafa i oslobada memoriju
transponovanog grafa.
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Isti graf kao korensko drvo

Lista susedstva

Graf
int main(void)
{
grana G[max_cvorova],GT[max_cvoroval;
int i,n;
for (i=0;i<max_cvorova;i++){
G[i] = NULL;
b
grana xrear [max_cvoroval;
for (i=0;i<max_cvorova;i++){
rear[i] = &(G[i]);
}
enqueue_list(&rear[0],1); enqueue list(&rear[0],2);
enqueue list(&rear[1],3); enqueue list(&rear[1],4);
enqueue list(&rear[2],5); n = 6;
print_graph(G,n);
transpose_graph (G, n, GT);
clear _graph(G);
print_graph (GT,n);
clear_graph(GT,n);
return O;
}

53. Napisati u programskom jeziku C proceduru adjlist2adjmatrix koja zapis grafa datog u
listi susedstva (Adjacency list) pretvara u zapis matrice susedstva (Adjacency matrix). U
matrici susedstva koja je formata |V| x |V| stavljamo 1 u u-toj vrsti i v-koloni ako postoji
grana koja spaja ¢vorove u i v, inace 0. Napisati i proceduru adjmatrix2adjlist koja sa istim
ulaznim parametrima radi obrnuto. Dati glavni program koji Ce testirati resenje na grafu

sa slike na strani 32.

Zadate procedure se mogu pozvati radi testiranja iz programa kao Sto je ovaj:

int main(void) {
grana G[max_cvoroval;
grana xrear [max_cvoroval;
int n;
nextnode u;
unsigned char M[max_cvorovarmax_cvorova];
for (u=0;u<max_cvorova;u++){
G[u] = NULL;
rear [u] = &(G[ul);
b
enqueue_list(&rear[0],1);
enqueue list(&rear[0],2);
enqueue_list(&rear[1],0);
enqueue list(&rear[1],3);
enqueue_list(&rear[1],4);
enqueue list(&rear[2],0);

enqueue list(&rear[2],4);
enqueue list(&rear[3],1);
enqueue_list(&rear[3],4);
enqueue list(&rear[4],1);
enqueue_list(&rear[4],2);
enqueue list(&rear[4],3);
n=15; // broj cvorova

print_graph(G,n);
adjlist2adjmatrix (G,n,M);
print_graph_matrix (M,n);
clear_graph(G);
adjmatrix2adjlist (G,n,M);
print_graph(G,n);

return O;
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Graf se smeSta u niz povezanih listi, matricu smo, na uobicajeni nacin, smestili po vrsta-
ma u niz M veli¢ine max_cvorova X max_cvorova.

void adjlist2adjmatrix (grana G[], int n, void adjmatrix2adjlist (grana G[], int n,
unsigned char M[]) unsigned char M[])
{ {
int i; int i,j;
grana gr; grana *grp;
for(i=0;i<nx*n;i++) M[i] = O0;
for(i=0;i<n;i++){ for(i=0;i<n;i++)
gr = G[il; {
while (gr){ grp = &(G[i]);
M[i*n+gr—>datal] = 1; for(j=0;j<n;j++)
gr = gr—>next; if M[i*n+j])
} enqueue list(&grp,j,0);
} }
} }

Kada se pozove dati program, njegov izlaz ce biti:

Cvor | Adj(Cvor):

Process returned 0 (0x0) execution time : 0.016 s
Press any key to continue.

54. Za grafsa V ¢vorova i E grana analizirati asimptotsku slogenost procedura adjlist2adjmatrix
i adjmatrix2adjlist iz zadatka 53.

Slicno kao u zadatku 61, dobijamo:
za adjlist2adjmatrix: Ty (E,V) = ©(V?),
za adjmatrix2adjlist: T,(E,V) = ©(V?).
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55. Dati algoritam za pretrafivanje grafa uskladistenog u listi susedstva (adjacency'® list) "u
Sirinu" (breadth!* first search = BFS).

BFS polazi od izvora: ¢vor s i prolazi kroz sve ¢vorove koji su povezani sa s.

BFS nalazi d, (najkrac¢u) udaljenost od s za svaki ¢vor, d = co ako nije povezan.

BFS nalazi 77, prethodnika u najkrac¢em putu, dajuéi "breadth first tree".

BFS koristi atribut boja (color) € { WHITE, GRAY, BLACK } za svaki ¢vor.

BFS redom otkriva sve ¢vorove koji su od s udaljeni za k, a potom za k + 1.

function BFS(G,s)
> Pretrazuje graf G "u Sirinu" (breadth first)
> U nizu d vraca izracunatu udaljenost od ¢vora s
> U nizu 7t vraca prethodnika za ¢vor
for each u € V[G]\{s} do
d[u] < oo
7t[u] + NULL
color[u] < WHITE
end for
MAKENULLQ(Q)
d[s] <0
71[s] - NULL
color[s] + GRAY
ENQUEUE(Q,s)
while —1SEMPTYQ(Q) do
U <— DEQUEUE(Q)
for each v € Adj(u) do
if color[v] = WHITE then
color[v] + GRAY
dv] «+d[u] +1
mt[v] < u
ENQUEUE(Q,v)
end if
end for
color[u] < BLACK
end while
return d, 7t
end function

Badjacency = susedstvo, EN
l4preadth = $irina, EN
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56. Dati implementaciju u programskom jeziku C procedure BFS iz zadatka 55.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "queue.h"
#define max_cvorova 50
typedef int cvor;
typedef struct node gnode;
typedef gnode =xgrana;
struct _node
{
cvor data;
gnode =next;
b
int main(void)
{
grana G[max_cvoroval;
int p[max_cvoroval;
int i,n,retcode;
n = ucitaj_graf(G);
print_graph(G,n);
bfs(G, n, 1, d, p);
path(p, 1, 7);
printf ("\n\n");
for (i=0;i<n;i++){
printf ("d[%2d] _=_%2d,_p[%2d]_=_%2d\n",
i,d[i],i,plil);
}
clear _graph(G);
return O;
}

int bfs(grana G[],int n,int s,int d[],int p[])
{

grana gr;

queue Q;

int i,color[max_cvoroval;

cvor u,v;

for (i=0;i<n;i++){

d[i] = INT_MAX; //infinity
plil = —-1; //no predecesso
color[i] = O; //WHITE
b
makenullQ (&Q);
d[s] = 0;
pls]l = -1;
color[s] = 1; //GRAY
enqueue (Q,s);
while (!isemptyQ (Q)){
u = dequeue(Q);
gr = G[ul;
while (gr){
v = gr—>data;
if ('color[v]){
color[v] = 1; //GRAY
d[v] = d[u] + 1;
plv] = u;
enqueue (Q,v);
}
gr = gr—>next;
b
color[u] = 2; //BLACK
b
clearQ (Q);
return O;

57. Za graf sa slike dole napisati reprezentaciju listama susedstva, drzati se leksikografskog

redosleda.

Primeniti na isti graf BFS algoritam polazeci od ¢vora 1, dati tabelu udaljenosti (broj kora-
ka) od ¢vora 1 i dati prethodnika u najkracoj putanji ka ¢voru 1.

39

v | Adj(v) | () | p(o)
1(12,3,7 0 -
211,48 1 1
311,45 1 1
412,3,6 2 2
513,6,7 2 3
6|4,5,8 3 4
711,5,8 1 1
812,6,7 2 2




58. Napisati u programskom jeziku C proceduru path koja bi se u zadatku 56 pozvala posle
procedure bfs i ispisala putanju od proizvoljnog ¢vora do ¢vora broj 1.

void path(int p[], int dovde,
{

int odavde)

if (p[odavde]l==-1){
printf ("\nNo_path!\n");
return;

}

printf ("\n%2d,_—>_" ,odavde);

while (! (p[odavde]==dovde)) {
printf ("%2d_—>_" ,p[odavde]);
odavde = p[odavde];

}

printf ("%2d" ,dovde);

void pathl (int p[], int dovde,
{

int odavde)

if (p[odavde]==-1){
printf ("\nNo_path!\n");
return;

}

if (p[odavde]==dovde){
printf ("\n%2d,_—> %2d" ,dovde, odavde);
return;

}

else{
pathl (p,dovde,p[odavde]);

}

printf (" _—>_%2d" ,odavde);

59. Napisati u programskom jeziku C proceduru pathl koja bi se u zadatku 56 pozvala posle
procedure path sa istim ulaznim parametrima i ispisala putanju od ¢vora broj 1 do proi-
zvoljnog ¢vora. (Resenje zadatka 58 unazad.)

Posto program treba da iskoristi listu prethodnika istu kao i program zadatka 58, re-
Senje mozemo realizovati primenom steka za obrtanje redosleda ispisa, ili elegantnije,
iskoristiti rekurziju. Pored reSenja zadatka 58, gore, data je realizacija rekurzijom.

60. Napisati u Programskom jeziku C proceduru koja za graf smesten u Adjacency list vraca
stepen svih ¢vorova i funkciju koja vraéa diametar grafa. Stepen je broj suseda, diametar je
najveée najkrace rastojanje izmedu dva ¢vora u grafu.

O OO UTh WN

e el el
AU WNHFHO

void stepen(grana G[], int n,

{

int s[])
int i;
grana gr;

for(i=0;i<n;i++){
gr = G[i];
s[i] = 0;
while (gr){
(s[iD++;
gr = gr—>next;

int diametar(grana G[], int n)

{
int diam = 0;
int d[max_cvorova], p[max_cvoroval;
int i,j;

for(i=0;i<n;i++){
bfs(G,n,i,d,p);
for(j=0;j<n;j++)X
if (d[jl>diam){
diam = d[j];
}
}
}

return diam;
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61.

62.

Ispitati asimptotski red slozenosti procedure stepen iz zadatka 60.

Standardno sa ¢, obelezavamo vreme potrebno da se izvrSi linija k. Neka graf ima n
¢vorova i m grana. Za neusmereni graf, kod koga se grana (7,j) smesta i u listu susedstva
¢vora v; i listu susedstva ¢vora v;, vreme izvr§avanja procedure stepen je T(n,m) =

n—1 n—1
=cstos+(n+1)-cy+n-cg+n-co+ Y (JAdj(v;)| +1)cr0+ Y |Adj(v;)|(c11 +c12),
i=0 i=0

n—1
gde je |Adj(v;)| broj suseda ¢vora v;. Kako je Y |Adj(v;)| = 2m, sledi
=0

1
T(n,m)=n(cy +cg+cg+ c10) +2m(cig + c11 + €12) + ¢4 + ¢5 + ¢c7 = O(n + m).

Standardno se obelezava broj ¢vorova grafa V, a broj grana E, slozenost algoritma stepen
je®(V +E).

Analizirati asimptotsku slozenost BFS algoritma.

Oznacavamo broj ¢vorova grafa V i broj grana grafa E.
Priprema praznih listi koje se vrSe za sve ¢vorove traje ©(V), priprema za petlju ©(1).

Pozivanje operacije ENQUEUE i DEQUEUE traje ©(1). Posto svaki povezan ¢vor prode kroz
queue, ukupno se za te operacije potrosi O(V') vremena.

Elementi listi susedstva se u algoritmu obrade najvise jednom, kad se ¢vor skida sa queue.
Za njihovu obradu treba O(E) vremena, jer je njihov broj ®(E).

Ukupno vreme izvrSavanja BFS algoritma je O(V + E).
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63. Napisati algoritam za pretrafivanje grafa uskladiStenog u liste susedstva "u dubinu" (depth !>
first search = DFS).

DFS prolazi kroz sve ¢vorove u koje nije posetio.
DFS rekurzivno nastavlja kroz sve grane ¢iji su susedi v neistrazeni.

kad DFS istrazi sve ¢vorove koji su susedi od v, backtrack!'® postupkom se vraéa u
¢vor iz kojeg je stigao u v.

kad DFS istrazi sve grane iz polaznog ¢vora, nastavlja sa neistrazenim ¢vorovima.
kad DFS dode od ¢vora u do évora v, upisuje da je predecessor!'” od v évor u.

DFS koristi atribut boja (color) € { WHITE, GRAY, BLACK } za svaki ¢vor. U pocetku
su svi WHITE. Kad se otkrije, ¢vor postaje GRAY, kad zavrsi sa njim, postaje BLACK.

DFS za svaki ¢évor u zapisuje timestamps'® d[u] i f[u] (d[u] < f[u]) momenta kad je
otkrio u (discovery) i kad je zavrsio sa u (finish).

Vremenske oznake timestamps su iz skupa {1,2,...,2-|V|}.
Cvor u je WHITE od momenta 1 do d[u], GRAY od d[u] do f[u] i BLACK posle f][u].

U pseudokodu koji sledi promenljiva time je globalna promenljiva. Radi jednosta-
vnosti, za DFS-VISIT globalne promenljive su i G (graf), d, f, kao i 7.

Rezultat primene algoritma zavisi od redosleda kojim su numerisani ¢vorovi i redo-
sleda kojim su ¢vorovi uneti u Adj liste.

function DFS(G) procedure DFS-VISIT (1)
for each u € V[G] do color[u] < GRAY
color[u] - WHITE time < time 4+ 1
mt[u] < NULL d[u] < time
end for for each v € Adj(u) do
time <— 0 if color[v] = WHITE then
for each u € V[G] do nt[v] < u
if color[u] = WHITE then DFS-VISIT(v)
DFS-VISIT (1) end if
end if end for
end for color[u] +- BLACK
returnd, f, T time < time + 1
end function flu] < time

end procedure

5depth = dubina, EN

16packtrack = vratiti se istim putem, EN
7 predecessor = prethodnik, EN
18timestamps = vremenske oznake, EN
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Radi elegantnosti, modularnosti i ubrzanja r
dvajaju u poseban ulazni modul dfs. c ¢iji j

64. Dati implementaciju u programskom jeziku C procedure DFS iz zadatka 63.

ekurzije procedura DFS i DFS-VISIT se iz-
e heder fajl dfs.h. Onda je u C-u moguce

realizovati globalne promenljive kao $to je uradeno u pseudokodu u zadatku 63.
Pretpostavljamo da su osnovne procedure za definisanje tipa liste susedstva i osnovnih

manipulacija sa grafom date u fajlovima gra

graf.h

f.cigraf.h.

dfs.c

typedef int nextnode;
typedef struct node gnode;
typedef gnode =xgrana;

struct _node

{
nextnode data;
gnode #next;

b

dfs.h

‘ void dfs(granal[],int,int[],int[],int[]);

U heder fajlu dfs . h se prikazuje samo pro-
cedura DFS, dok globalne promenljive i re-
kurzivna procedura DFS-VISIT ostaju lo-
kalne za modul dfs.c.

Radi testiranja napisane procedure se mogu
pozvati iz glavnog programa kao sto sledi.

main.c

<stdio.h>
<stdlib .h>

#include
#include
#include "graf.h"
#include "dfs.h"
#define max_cvorova 50

int main(void) {
grana *G[max_cvoroval];
int d[max_cvoroval], f[max cvorova],
p[max_cvoroval;
int n;
for (i=0;i<max_cvorova;i++){
G[i] = NULL;
}
n ucitaj_graf(G);
print_graph(G,n);
dfs(G, n, d, f, p);
printf ("\n\n");
for(i=0;i<n;i++){
printf ("d[%2d], = %2d, f[%2d], = %2d,\
pl%2d] = %2d\n" ,i,d[i],i,f[i],i,p[i]);

b
clear graph(G);
return O;

<stdio.h>
<stdlib.h>

#include
#include
#include "graf.h"
#include "dfs.h"
#define max_cvorova 50

int n;

grana =G;

int xd;

int =f;

int xp;

unsigned char color[max_cvoroval;
int time;

void dfs visit(int);

void dfs(grana G1[], int nl,
int f1[], int pl[])

int d1[],

{
n=nl; G=G1l; d=di;
int u;

f=f1; p=pl;

for (u=0;u<n;u++){
color[u] = 0;
plu] = -1

//WHITE
//no predecessor

}

time 0;
for (u=0;u<n;u++)
if (! color[ul)
dfs_visit(u);

¥

void dfs visit(int u)
{

grana gr;

color[u] = 1;
time++;
d[u] = time;
gr = G[ul;
while (gr){
if (!color[gr—>data]){
plgr—>data] = u;
dfs_visit (gr—>data);

// GRAY

}

gr = gr—>next;
}
color[u] = 2;
time++;
f[u] = time;

//BLACK
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65. Primeniti algoritam DFS na graf sa slike, uz- Tipovi grana:
imajuci ¢vorove i grane leksikografski.

T - tree edge, grana drveta iz DFS Sume,
pronalazi novi ¢vor drveta,

F - forward edge, (u,v) je grana una-
pred ako pronalazi ¢vor koji veé pripa-
da drvetu, t.j. ako je v potomak od u.

U ¢vorove upisati d i f vrednosti. B - back edge, (u,v) je grana unazad ako
Napraviti tabelu zagrada. je u je potomak od v.

Opisati Sumu ovog DFS. C - cross edge, popretne grane, su sve
Oznaciti tipove grana kad se prvi put otkriju. ostale grane.

Na sledecoj slici vidimo levo: DFS Sumu i desno: 4 i f vrednosti u ¢vorovima i oznaku
tipa grane na samim granama.

ol

Tabela zagrada:

123 |4|5|6|7 8|9 |10[11|12]13|14|15]16
0| ( )
1 ( )
2 €l
3 C 1)
4 ( )
5 C 1)
6 ( )
7 Cl)

Zagrada se otvara kad se otkrije ¢vor, zatvara kad se zavrsi sa ¢vorom.
Za dva razli¢ita ¢vora u i v nije moguce d(u) < d(v) < f(u) < f(v).
Za DFS nekog grafa ¢vor v je potomak ¢vora u ako i samo ako d(u) < d(v) < f(v) < f(u).

Za DFS neusmerenog grafa grane (1,v) i (v,u) su ista grana, klasifikuje se po prvom
kriterijumu koji zadovolji. Za neusmereni graf sve grane su ili tree edge ili back edge.
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66. Sve iz zadatka 65 za graf sa slike dole levo.

67.
68.

69.
70.

71.

72.

Sve iz zadatka 65 za graf sa slike gore desno.

Modifikovati DFS algoritam tako da za usmerene grafove za svaku granu identifikuje koji
je tip.
Vidi reSenje zadatka 74.

Opisati potrebne modifikacije iz zadatka 68 za neusmerene grafove.

Modifikovati DFS algoritam tako da prebroji povezane komponente i da svakom ¢voru pri-
druzi redni broj povezane komponente kojoj pripada.

Vidi reSenje zadatka 74.

Za usmereni graf vazi:  graf je aciklican < proizvoljna DFS Suma nema Back edges.
Dokazati.

carape

cipele

Profesor Rasejanko je napravio graf kojim o-
pisuje koji odevni predmet treba da se obuce
pre kojeg.

pantalone

Izvrsiti DFS algoritam na datom grafu i usta-

noviti da je aciklican. @

Uraditi topolosko sortiranje datog grafa i na- @
praviti plan kojim Profesor treba da se obuce.

Da li je resenje jedinstveno? @

Do reSenja se dolazi kad se primeni DFS algoritam na dati graf. Lako se ustanovljava da
u grafu nema back edges, pa je aciklican. Potom se finish vremena ¢vorova f(u) sortiraju
opadajuce i po tom redosledu se poredaju ¢vorovi odevnih predmeta.

Dobije se graf kao na slici:

D G Q)

17]18 1116 12|15 13|14 9[10 118

3|4

6|7 2[5

Druga resenja bi se dobila da su ¢vorovi i susedi u listama susedstva drugacije poredani.
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73. Dokazati da postupak iz zadatka 72 daje topolosko sortiranje grafa.

74. Modifikovati DFS algoritam tako da za acikli¢an graf daje listu topoloski sortiranih ¢vorova.

Ovde dajemo reSenja zadataka 68, 70, 74. Modifikacije su date u odgovarajucoj boji.

Osnova je algoritam DFS sa procedurom DFS-VISIT iz zadatka 63.

function DFS(G)
for each (u,v) € E[G] do
type|(u,v)] <~ NULL
end for
for each u € V[G] do
color[u] < WHITE
7[u] + NULL
end for
time < 0
dag <— TRUE
MAKENULL(S)
ccounter <0
for each u € V[G] do
if color[u] = WHITE then
DFS-VISIT (u)
ccounter < ccounter 4+ 1
end if
end for
if dag then
while —1SEMPTY (S) do
WRITELN(POP(S))
end while
else
CLEAR(S)
end if
returnd, f, T, type, cc, dag
end function

procedure DFS-VISIT (1)

color[u] - GRAY
cclu] < ccounter
time < time + 1
d[u] < time
for each v € Adj(u) do
if type[(u,v)] = NULL then
if color[v] = WHITE then
type[(u,v)] <~ TREE
else if color[v] = GRAY then
type[(u,v)] < BACK
dag < FALSE
else if color[v] = BLACK then
if d[v] > d[u] then
type|(u,v)] <~ FORWARD
else
type[(u,v)] < CROSS
end if
end if
end if
if color[v] = WHITE then
nt[v] < u
DFS-VISIT(v)
end if
end for
color[u] - BLACK
PUSH(S, 1)
time < time + 1
flu] « time

end procedure

Po zavrSetku, osim vremena otkrica d i zavrSetka f za ¢vor, prethodnika 7r u DFS $umi,
algoritam vraca i redni broj komponente kojoj ¢vor pripada cc, tip grane type i tatno/ne-

tacno da li je graf aciklican u dag.

Topolosko sortiranje se dobija ispisivanjem steka S u proceduri DFS (ako je graf acikli-

can).
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75. Dati asimptotsku analizu slozenosti DFS algoritma.

Kao u zadatku 62 uradi¢emo celokupnu analizu. Sama procedura DFS bez ulaska u DFS-
VISIT se izvrSava za svaki ¢vor jednom, stoga traje @(V).

Procedura DFS-VISIT se za svaki ¢vor v poziva tacno jednom. Unutar nje je petlja koja
se izvrSava |Adj(v)| puta. Kako je

) |Adj(0)] = ©(E),

veV

sledi da je ukupno vreme izvr$avanja DFS algoritma @(V + E).

76. Primeniti algoritam JAKO _POVEZANE_KOMPONENTE na graf sa slike.

function JAKO_POVEZANE_KOMPONENTE(G)
call DFS (G) da bi izracunao finish vremena f(u)
call TRANSPOSE_GRAPH (G,GT)
call DFS (GT) uzimajuéi &vorove u glavnoj petlji u opadajuéem redosledu po f(u)
komponente povezanosti postaju ¢vorovi Gy
grane G postaju grane Gy ako povezuju komponente povezanosti
return G,
end function

312 4|7

77. Dokazati da algoritam iz zadatka 76 daje graf jako povezanih komponenti.
78. Dokazati da je graf jako povezanih komponenti usmereni aciklican graf (DAG).

79. Implementirati u programskom jeziku C algoritam za nalaZenje jako povezanih komponen-
ti.
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80. Na grafu G = (V,E) je data teZinska funkcije w : E — R. Dati Kruskalov algoritam za

81.

82.

nalazenje minimalnog pokrivajuceg drveta (MST = minimum spanning tree, EN).

function KRUSKAL(G, w)

A—QO
for each v € V[G]| do
MAKE-SET(v) > za svaki element skup koji ga sadrzi
end for
sort(E,w) > sortiraj grane iz E neopadajuce po w

for each (u,v) € E[G] do > redom, neopadajuce po w
if FIND-SET () # FIND-SET (0) then
A+~ AU{(u,v)} > dodajgranu
UNION(u,v) > spoji skupove
end if
end for
return A
end function

Procedura MAKE-SET (v) pravi skup koji sadrzi samo element v.

Procedura FIND-SET(v) nalazi skup u kojem je sadrzan element v. Taj skup sadrzi sve
¢vorove koji su do tad otkriveni i povezani su sa v dotad formiranim delom pokrivajuceg
drveta.

Procedura UNION(u,v) spaja skupove ¢vorova povezanih sa u i v, jer kad se grana (u,v)
doda u pokrivajuce drvo, ¢vorovi iz tih skupova postaju povezani.

Kruskalov algoritam polazi od praznog skupa. U for-petlji dodaje grane sa tezinama po
neopadajucem redosledu na pokrivajuce drvo.

Implementirati Kruskalov algoritam iz zadatka 80 u programskom jeziku C.

Primeniti Kruskalov algoritam
na graf sa slike desno.

Napisati redosled kojim su gra-
ne dodavane na pokrivajuce dr-
vo i naéi ukupnu teZinu pokri-
vajucéeg drveta.

N| oo M| w
FNES T SIS
B oo

SIRCNES N
N w oo
I RN
Ok Wl
g

=}
—g o~
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83. Na grafu G = (V,E) je data teZinska funkcije w : E — R. Dati Primov algoritam za nalaZe-
nje minimalnog pokrivajuceg drveta.

function PRIM(G, w, 1)
for each u € V[G] do
key[u] < oo
7[u] + NULL
end for
key[r] < 0
Q <+ pQ_BUILD (V[G], key) > lista svih ¢vorova postaje priority queue
while —pQ_ISEMPTY(Q) do
U <— PQ_EXTRACT_MIN(Q,key) > isto kao DEQUEUE sa najmanjim key
for each v € Adj(u) do
if PQ_ISMEMBER (v, Q)& (w(u,v) < key[v]) then

nt[v] < u > ako budemo odabrali v, prethodnik je u,
key[v] < w(u,v) > onda ¢e grana w(u,v) uéi u MST
end if
end for
end while
A+—O
for each u € V[G]\{r} do
A+ AU (mt[u],u) > u listi prethodnika implicitno imamo MST
end for
return A

end function

84. Implementirati Primov algoritam iz zadatka 83 u programskom jeziku C.

85. Primeniti Primov algoritam sa
r = 0 na graf sa slike desno.
Napisati redosled kojim su gra-
ne dodavane na pokrivajuce dr-
vo 1 naci ukupnu tezinu pokri-
vajucleg drveta.

Q
N I
R O N
=N N W
N O1 O\ =
=N U1 O1
N o N O
N W NN
O = W| 0
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86. Rekonstruisati binarno drvo dato u LC-RC reprezentaciji sa korenom na adresi 5.

Il K LC RC
119 7 -
2114 - 4
3111 - -
417 - -
5/3 6 9
6|5 - 10 8
714 6 1
8|12 - -
911 - 8
10} 8 2 3

87. Dati tabelu LC-RC reprezentacije grafa sa slike.

18

Il K LC RC
1112 7 3
2

3|14 10 -
4110 5 9
S| 2 -
618 1 4
7017 - -
8

9121 - -
10| 5 - -
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88. Nacrtati drvo terma izraza 3- (4+5) — (2/3 —4- (3+ 1)) i dati LC-RC reprezentaciju.

redosledu i rekurzivnu proceduru koja dodaje parent polje svim ¢vorovima drveta.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int key[] = {0, 9,14,11,
int LC[] = {0, 7,-1,-1,—
int RC[] = {0,-1, 4,-1,-1,
int parent[]={0,-1,-1,-1,-1,

12, 1,

7, 3,5 2
1, 6,-1 1,-1,
1, 9,10 1
-1,-1 1,-

>

, 4,
, 6,
, 1,-1, 8,
-1

>

> >

void infix print(int root) {
if (root>—-1){
infix_print(LC[root]);
printf ("%3d," ,key[root]);
infix_print(RC[root]);

i

void find_parent (int root,
if (root>—-1){

parent[root] = p;

find_parent (LC[root],root);

int p) {

Infix print:
5, 14,
Parent:
1, 2,
-1, 10,

,—1,—

8};
2}
3};
1}

find_parent (RC[root],root);

¥

int main() {

int i, root = 5;

printf ("Infix_print: _\n");

infix_print(root);

printf("\n");

printf ("Parent:\n");

for(i=1;i<11;i++)
printf("%3d,",i);

printf("\n");

find parent(5,—-1);

for(i=1;i<11;i++)
printf("%3d,", parent[i]);

printf ("\n");

I|K LC RC
11— 2 3
21« 4 5
3|— 6 7
413 — -
5/4+4 8 9
6|/ 10 11
71« 12 13
814 — —
915 — —

1002 — —
113 — —
1214 — —
13|+ 14 15
143 — -
15(1 — —

89. Napisati rekurzivnu proceduru koja ispisuje elemente drveta iz zadatka 86 u infiksnom

return O;
}
9, 10,
5, 6,
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90. Za ulazni niz [5,1,6,4,2,7,3] kreirati binarno drvo tako da se element ako je manji od
korena ubacuje u levo poddrvo, inace u desno poddrvo.

Cvorove ubacivati redom kojim su dati.

#include <stdio .h>
#include <stdlib .h>
#define max 10
int ulaz[]={5,1,6,4,2,7,3};
int key[max];
int LC[max];
int RC[max];
int iskorisceno = —1;
int ubaci(int koren, int broj) {
if (koren>-1){
if (broj<key[koren])
LC[koren]=ubaci(LC[koren],broj);
else
RC[koren]=ubaci (RC[koren], broj);
return koren;

Iy

else{
iskorisceno ++;
key[iskorisceno] = broj;
LC[iskorisceno] = —1;
RC[iskorisceno] = —1;
return iskorisceno ;

Iy

int main() {
int i, koren;
koren = ubaci(—1,ulaz[0]);
for(i=1;i<7;i++)
koren = ubaci(koren,ulaz[i]);
infix_print(koren);
return O;

91. Napisati proceduru ubaci koja ubacuje ¢vorove iz niza u drvo kao u zadatku 90. Reprezen-
tacija drveta neka bude LC-RC. Neka ih glavni program potom ispise u infiksnom redosledu
dajuci sortirani niz.

Resenje je gore.
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92. Trener plivacke reprezentacije ima za sStafetu 4X100m na raspolaganju Cetiri plivaca Cija su
vremena na 100m po stilovima: slobodno, ledno, prsno, baterflaj, data u tabeli.

S L P B
57 61 64 62
55 63 65 64
59 64 66 63
56 62 67 64

SO w>

Kako da sastavi najbolju stafetu?

Ovo je problem angazovanja n = 5 radnika na n = 5 poslova, Assignment Problem, EN.
To je specijalni slucaj transportnog problema koji je specijalni slu¢aj problema linearnog
programiranja.

Kao problem linearnog programiranja, moguce je ovaj problem resiti simplex metodom.
Ipak, za resavanje ¢emo koristiti madarsku metodu, Hungarian Method, EN.

1. korak: od elemenata matrice se oduzmu minimumi po vrstama:

04 7 5 0 001
1 0 8 10 9 5 0 435
05 7 4 0100
0 6 11 8 0 2 4 4

2. korak: od elemenata matrice se oduzmu minimumi po kolonama.
3. korak: nule se precrtaju minimalnim brojem k vertikalnih i horizontalnih linija:

—o—0—1 2 001
3 4354 0213
—1—0—"- 2100

2 4 4 0022

4. korak: zato Sto je k = 3 < n = 4, minimalni neprecrtan broj m = 2 se oduzima od
neprecrtanih elemenata i dodaje dvaput precrtanim elementima i vracamo se na 3.

3’. korak: nule se sad mogu precrtati sa minimalno k = 4 vertikalnih i horizontalnih
linija, zato prelazimo na korak 5.

5. korak: Angazovanje se vrsi izborom nule koja je sama u vrsti. Ako nema, bira se nula
sama u koloni. Ako ni to nema, biramo proizvoljnu nulu.

Pri svakom izboru eliminiSu se preostale nule u izabranoj vrsti/koloni.

2 001 57 61 64 62

5 0213 Konano: S5S 63 65 64
12100 "1 59 64 66 63
g o2 2 56 62 67 64

Kad se izabrana angazovanja prenesu na polaznu tabelu vremena, dobija se optimalna
Stafeta Cije "vreme" je 64 + 55 + 63 4 62 = 244.
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93. Softuerska kompanija je zaposlila 5 pripravnika (A, B, C, D, E). Pripravnici ¢e biti an-

94.

gazovani u 5 departmana kompanije (1, 2, 3, 4, 5). Da bi odredili koji pripravnik ce se
angazovati u kojem departmanu, uradili su test iz vestina koje se koriste u odgovarajuéem
departmanu.

U tabeli su dati poeni osvojeni na testu.

1 2 3 4 5
121 | 160 | 130 | 115 | 124
132 | 162 | 140 | 125 | 128
118 | 150 | 142 | 122 | 120
110 | 148 | 129 | 117 | 115
130 | 155 | 135 | 120 | 118

Nadéi optimalno angazovanje.

mooOw>

U ovom problemu optimalno angaZovanje se dobija za maksimalni zbir bodova na testu.
Maksimalni osvojeni broj bodova kod svih pripravnika na svim testovima je za B-2: 162.

Stoga ¢emo napraviti novu tabelu u koju ¢emo uneti koliko na pojedinom testu fali do
maksimalnih 162. Optimalno angaZovanje je, onda, reSenje minimalnog angazovanja za
novu tabelu.

Resenje dobijeno madarskom metodom je naznaceno u matrici:

41 2 32 47 38

30 0 22 37 34
44 12 20 40 42
52 14 33 45 47
32 7 27 42 44

Kada se to resenje prenese na pocetnu tabelu dobija se maksimalno angazovanje: 160 +
128 + 142 + 117 + 130 = 677.

Dati matematicku formulaciju problema angaZovanja radnika 1,...,n na poslove 1,...,n,
ako su u matrici C = [c; j]uxn data vremena c; ; koja su potrebna da radnik i obavi posao j.

Dodeli¢emo vrednost x; ; = 1 ako se radnik i angaZuje na posao j, x; ; = 0 inace.

n n
g = Z Z Ci’]‘xi’]‘ — min

i=1j=1

0<x;<1,i,je{l,2,... n}x,;€Z,

n
in,]' = 1,] € {1,2,...,n},
i=1

n
in,]' =1,i € {1,2,...,1’1}.
j=1
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95. Neka je dat kompletan graf sa n ¢vorova i nad njegovim granama funkcija tezina matricom
C = [ci jlnxn- TeZine c; ; predstavljaju duZinu ili cenu putovanja od mesta i do mesta j.

Dati matematicku formulaciju problema trgova¢kog putnika®.

Problema trgovackog putnika je nalazenje zatvorenog Hamiltonovog puta sa minimal-
nom ukupnom cenom, odnosno duzinom. Put (staza u kojoj se ¢vorovi ne ponavljaju)
koji sadrzi sve ¢vorove grafa je Hamiltonov put.

U kompletnom grafu nema petlji. Da bi se pojednostavio zapis problema, pretpostavljamo
dajec;;=o00,i=1,2,...,n. Na taj nacin smo sigurni da u optimalnom reSenju nema petlji.
Planove putovanja ¢emo definisati vrednostima x;; = 1 ako se putuje od mesta i do j,
x;; = 0 inace. Trazimo:

n o n
g = Z Z Ci’]‘xi’]‘ — min

i=1j=1

0<x;<1,i,je{1,2,...,n},x,;€Z,

n
Y xij=1j€{1,2,...,n},
i=1

n
Y oxij=1ie{1,2,...,n},
=1

uz uslov nepostojanja zatvorenog podputa.

Ako se uslov nepostojanja podkonture izostavi, dobija se problem angazovanja, koji na-
zivamo relaksirani problem koji odgovara TSP.

Dopustivo neoptimalno resSenje se dobija metodom najblizeg suseda: polazi se od nekog
¢vora i ide u najblizi neposecen ¢vor sve dok se ne obidu svi ¢vorovi, a tad se vraca u
polazni ¢vor.

Optimalno re$enje se moZe naéi Branch & Bound?° metodom:
Resi se relaksirani problem. Ako se dobije resenje bez podputova, to je optimum.

Ako postoje podputovi vrsi se grananje mogucnosti da pojedina grana Hamiltonovog
puta pripada ili ne pripada reSenju. U svakoj grani se resava odgovarajuci problem. U
pocetku je donja granica optimum relaksiranog problema, posle se donja granica azurira
kako se pronade novo resenje relaksiranog problema.

Gornja granica je u pocetku resenje najblizeg suseda. Kad se u Branch & Bound drvetu
pronade sledece dopustivo reSenje azurira se gornja granica. Tako azurirana granica se
koristi da prekine trazenje reSenja u nekom poddrvetu kad se dobije da je relaksirano
reSenje losije od gornje granice.

19 Travelling salesman problem (TSP), EN
20Grananje i ograni¢avanje, EN
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96. U tabeli su date udaljenosti izmedu 5 gradova.

1 2 3 4 5

1 - 28 115 45 110
2128 - 8 30 93
31100 87 - 75 115
4|45 30 75 - 135
5

120 93 110 135 -

(a) Definisati problem trgovackog putnika.

(b) Polazeci od ¢vora 1, metodom najblizeg suseda naci priblizno resenje problema trgo-
vackog putnika.

(c) Za isti problem naci madarskom metodom angazovanje koje je resenje relaksiranog
problema trgovackog putnika.

(d) Znajudi resenja (b) i (c), u kojim granicama se nalazi optimalno resenje problema
trgovackog putnika?

(a) Polazedi od jednog grada obici sve ostale gradove ta¢no jednom, vratiti se u pocetni
grad tako da ukupan predeni put bude minimalan.

Ili: naci zatvoreni Hamiltonov put minimalne duZzine.

b)1—-2—-4—+3—-5—1
Duzina puta 28 + 30 + 75 + 115 + 120 = 368.

1—2
2—4

(c) Madarska metoda daje resenje relaksiranog problema 4 — 1 , ¢ija duzina puta je
3—5

5—3
28 +30 + 115+ 45 + 110 = 328.

(d) Resenje pod (c¢) nije optimalno jer ima podputove 1 -2 -4 —1i3 —5— 3.
Zakljucujemo da je optimalno reSenje izmedu reSenja pod (b) i (c): 328 < ¢* < 368.
1—2
2—5
Uzgred, optimalno resenje je 5 — 3 , duzina puta je 28 +93 + 110 4 75 4 45 = 351.
3—+4
4—1
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Spisak pitanja

Bubble sort

Insertion sort

Selection sort

Merge sort

Quick sort

SloZenost algoritama i asimptotske oznake
Rekurzija

Pregled algoritama za sortiranje

© ® N U R L=

Matrice

Povezane liste

=
= O

. Stack pomoc¢u povezanih listi

—
N

. Queue pomocu povezanih listi

p—
w

. Stack pomoc¢u nizova

—
N

. Queue pomocu nizova

—
2]

. Grafovi, osnovne definicije i teoreme

—
(@)}

. Strukture podataka za grafove

. Breadth first search (BES)

=
o

. Algoritmi nad grafovima (stepen, diametar, path, ...)

. Depth first search (DFS)

N =
S O

. DFS forest, tipovi grana

N}
—

. DFS forest, topolosko sortiranje

N
N

. DFS forest, jako povezane komponente

N
w

. Minimalno pokrivajuc¢e drvo, Kruskal

)
~

. Minimalno pokrivajuc¢e drvo, Prim

N
92

. Binarna drva, LC-RC reprezentacija

[\
(o)

. Binary search tree sort

N
N

. Problem angazovanja, madarska metoda

N
[00]

. Problem trgovackog putnika
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