1 Problem matematickog programiranja

DEFINICIJA 1 Problem matematickog programiranja je nalaZenje z* € X
za koje je
*) = mi 1.1
f(2*) = min f(z), (1.1)

gde je f : X C R* — R funkciyja cilja, X C R" je skup dopustivih
vrednosti.

Drugim re¢ima, matematicko programiranje je minimizacija realne funkcije
nad skupom dopustivih vrednosti. Problem je ekvivalentan maksimizaciji funk-
cije —f.

2 Optimitacija bez ogranicenja
Ako je skup dopustivih vrednosti X = R™, govorimo o optimizaciji bez

ogranicenja. Vidi [?].
Problem (1.1) moZze imati viSe reSenja.

DEFINICLIA 2 Ako postoji x* € X takvo da za sve x € X vaZi f(x*) < f(z),
kaZemo da je x* globalni minimum funkcije f nad X.

DEFINICIJIA 3 Ako postoji z* € X i okolina N (x*) takva da za sve x € N (x*)N
X wazi f(z*) < f(x), kaZemo da je x* lokalni minimum za f.

Algoritmi koje ¢emo posmatrati su kreirani tako da nalaze stacionarnu tacku,
koja je pod dodatnim uslovima lokalni minimum.

DEFINICIJA 4 KaZemo da je x* strogi lokalni minimum funkcije f ako
postoji okolina N (z*) takva da za sve x € N'(z*)\{z*} N X vaZi f(z*) < f(z).

Glavna alatka koju ¢emo koristiti u dokazima i ispitivanju ponasanja funkcije
je Tejlorova teorema, koja daje razvoj funkcije f u okolini tacke x:

TEOREMA 1 (Taylor) Neka je funkcija f : R™ — R neprekidno diferencijabil-
na i neka p € R™. Tada, za neko t € (0,1)

flz+p)=fl@)+Vf(z+tp)p. (2.1)

Ako je, pritom, f dva puta neprekidno diferencijabilna, onda

Vf(a:-i—p):Vf(ac)—l—/o V2pT f(x +tp) dt, (2.2)

odnosno, za neko t € (0,1)

fle+p) = &)+ V@ + 30" V2 + to)p. (23)

Koristeéi Tejlorovu teoremu mogu se dokazati teoreme o potrebnim uslovima
i teorema o dovoljnom uslovu za lokalni ekstrem funkcije.



TEOREMA 2 (Potreban uslov prvog reda) Neka je x* lokalni minimum funk-
cije f i neka je f neprekidno diferencijabilna u otvorenoj okolini od x*. Onda je

Vf(z*)=0.

DEFINICIJA 5 Za neprekidno diferencijabilnu funkciju f : R™ — R tacka x* €
X je stacionarna tacka ako Vf(z*) = 0.

Posledica teoreme 2 je da su za neprekidno diferencijabilnu funkciju svi lokal-
ni minimumi stacionarne tacke.

TEOREMA 3 (Potreban uslov drugog reda) Neka je xz* lokalni minimum
funkcije f i neka je V2 f neprekidno u otvorenoj okolini od x*. Onda je V f (z*) =
0 i V2f(z*) je pozitivno semidefinitno.

Prvi deo ove teoreme je posledica teoreme 2, drugi deo sledi iz Tejlorove
teoreme.

TEOREMA 4 (Dovoljan uslov drugog reda) Neka je V?f neprekidno u otvo-
renoj okolini x*, neka je V f(z*) = 0 i neka je V2 f(z*) pozitivno definitno. Onda
je x* strogi lokalni minimum od f.

TEOREMA 5 Za konveksnu funkciju f lokalni minimum je i globalni minimum.
Ako je f diferencijabilna i konveksna, stacionarna tacka je i globalni minimum.

Ova teorema omogucava da globalni optimum za diferencijabilnu konveksnu
funkeiju dobijemo resavajudi sistem jednacina V f(x) = 0.

Sa druge strane, reSavanje sistema jednacina r(z) = 0, gde je r vektorska
funkcija n promenljivih r : R™ — R"™ se moZe postaviti kao problem minimizacije
funkcije

min ()]

Trazi se z*, minimum funkcije ||7(z*)||?, za koji vazi ||r(z*)[|* = 0.

U praksi se vrlo Gesto pojavljuju problemi reSavanja sistema (nelinearnih)
jednacina sa predefinisanim sistemom (kad imamo viSe jednacina od nepozna-
tih). U tom slucaju obi¢no ne postoji resenje. Ipak, tada se mogu naci vrednosti
parametara koje "najbolje" odgovaraju datom modelu. Pritom najbolje mislimo
u smislu sume kvadrata odstupanja.

Ako su date jednag¢ine rj(z) = 0, j = 1,2,...,m, gde su r; glatke funk-
cije i m > n, problem najmanjih kvadrata (least squares problem) je
minimizacija funkcije

fl@) = %mwanr?(x) .
j=1

Problem najmanjih kvadrata se pojavljuje u puno oblasti, kad Zelimo da zadati
model koji zavisi od n parametara najbolje prilagodimo datim vrednostima u
m tacaka.

Sistem jednacina je specijalni slu¢aj problema najmanjih kvadrata, a oba su
specijalni slu¢aj problema matematickog programiranja.



3 Postupci za reSavanje problema optimizacije bez
ogranicenja

Posmatraéemo problem minimizacije glatke funkcije f : R® — R bez ogra-
ni¢enja na vrednost argumenta:

min f(x) . 3.1
min () (3.)
Veéina postupaka trazi lokalni minimum, odnosno stacionarnu tacku koja je
reSenje sistema jednacina

Vi(z)=0. (3.2)

Za konveksnu funkciju problem trazenja lokalnog i globalnog minimuma su ekvi-
valentni.

Postupci optimizacije bez ograni¢enja koje ¢emo posmatrati nalaze lokalni
minimum, obelezava¢emo ga x*.

Postupke moZzemo podeliti u zavisnosti od toga koliko izvoda funkcije cilja
koriste. Postupke koji koriste f(z), V f(z), V2 f(z) nazivamo postupci sa dru-
gim izvodom; ako koriste f(z), V f(x), to su gradijentni postupci; odnosno,
ako koriste samo proceduru za ra¢unanje f(z), to su postupci bez izvoda.

U zavisnosti od toga koliko podataka koriste, postupci zahtevaju manji ili
vedi stepen glatkosti funkcije cilja.

Postupci koje posmatramo su iterativni postupci. To znaci da se zadaje
pocCetna tacka xg, a algoritam generise iterativni niz {x} koji konvergira ka z*.

Vrednosti funkcije, gradijenta i Hesijana u tekucoj tacki iterativnog postupka
¢emo obelezavati redom

Jr = F(@), Ve = V(ze), Vi =V f(xr),k=1,2,... (3.3)

Obi¢no je niz vrednosti funkcije { fx} koji odgovara generisanom iterativnom
nizu monotono opadajuéi. Postoje postupci koji ne zahtevaju da se u svakom
iterativnom koraku generiSe tacka u kojoj je vrednost funkcije manja, mada se
i kod njih posle nekog broja iteracija vrednost funkcije mora smanjiti. To su
nemonotoni postupci.

Pri generisanju niza {x} u iterativhom koraku algoritam daje pravilo kako
se, koristeéi dotad generisane tacke x1,xs,. .., xk, generiSe tacka xy41. U prak-
si se pri tome koriste dva glavna pristupa: linijsko pretrazivanje i oblast
poverenja.

3.1 Postupci linijskog pretrazivanja

Glavna razlika izmedu postupaka Oblast poverenja i Linijsko pretrazivanje
je u redosledu izbora: 1 - pravca od tekuce do sledece iteracije i 2 - duzine koraka
do sledece iteracije. Neka su iteracije oblika:

Tkl = Tk + akpf . (3.4)

U postupku Oblast poverenja prvo se postavlja maksimalna duzina koraka
(poluprecnik oblasti poverenja), a potom se odreduje pravac u kome se ostvaruje
najvec¢e smanjenje funkcije cilja.



Postupak Linijsko pretrazivanje radi obrnuto. Pretpostavljamo da je dat
pravac p koji sa gradijentom zaklapa tup ugao, odnosno, za koji vazi kaTpk < 0.
KaZemo da je to opadajuéi pravac.

Za zadati opadajuéi pravac py trazi se duzina koraka ay koja ée dovesti do
najveéeg smanjenja funkcije cilja po tom pravcu:

min f(zx + apy) - (3.5)

Na osnovu Tejlorove teoreme sigurno postoji a > 0 za koje je fri1 < fx.

Pri tome nije neophodno naéi ta¢no resenje problema (3.5), ve¢ je moguce da
je rac¢unski efikasnije naé¢i njegovo priblizno resenje. Obi¢no se u jednoj iteraciji
generiSe nekoliko duzina koraka dok se ne nade dovoljno dobra aproksimacija
minimuma iz (3.5).

Metode linijskog pretrazivanja daju konvergenciju za proizvoljan izbor opa-
dajuéih pravaca.

Ipak, nekoliko izbora pravaca je vise zastupljeno.

3.2 Pravac najbrzeg opadanja

Najjednostavniji opadajuéi pravac se moze dobiti aproksimacijom Tejlorovog
razvoja prvog reda (2.1)

flak+ap) = fr + oV f(zr +tp) p,
sat=0: fri1 = fr + aV fip. Ako trazimo jedini¢ni pravac, ||p|| = 1, najvece
smanjenje funkcije cilja se dobija kada se resi min p” V fy.

P
Kako je V fi p = ||V fx|| |Ip]| cos ¢, gde je ¢ ugao izmedu pravca p i gradijenta,
vidimo da se najveée smanjenje postize za
1
IV fr

U praksi se nakon odredivanja pravca ovom metodom odreduje duzina koraka
koja skalira pravac, pa se zbog jednostavnosti za opadajuéi pravac uzima pravac
negativnog gradijenta

VT

cos¢ = —1, Sto se dobija za pi =

pri=—Vfi. (3.6)
Postupci Linijskog pretrazivanja u kombinaciji sa ovim pravcem se nazivaju
postupci najbrzeg opadanja. Njihova prednost je $to u implementaciji nisu
potrebni proracuni za izvode drugog reda.
Ovi postupci su za neke probleme prespori.

3.3 Njutnov pravac

Ako u Tejlorovoj teoremi (2.3) stavimo ¢ = 0, dobijamo aproksimaciju

P+ ) = fi+ Viip+ 55"V fyp = map). (37)

Ako pretpostavimo da je V2f; pozitivno definitno, Njutnov pravac se dobija
nalaZenjem minimuma za mg(p). Izjednafavanjem izvoda od my(p) po p sa
nulom, dobija se sistem ¢ije reSenje je

oY =— (V) VAL (3.8)



Za dovoljno glatku funkciju aproksimacija Hesijana V2f(x) + tp) =~ V2f; je
dobra za male ||p||, $to daje brzu konvergenciju u blizini reSenja. Pravac (3.8)
nazivamo Njutnov pravac.

Za pozitivno definitno V2 f;, Njutnov pravac je opadajuéi pravac jer:

T
Viwy = —pr ik < —orllph |12, (3.9)

za neko o > 0.

Za Njutnov pravac duzina koraka iteracije (3.4) koji daje najvec¢e smanjenje
funkcije je aj = 1. Iterativni postupak sa Njutnovim pravcem i korakom ay = 1
nazivamo Njutnov iterativni postupak.

Ako V2 f; nije pozitivno definitno, moguée je da Njutnov pravac ne postoji,
ili, ako postoji, da nije opadajuéi pravac.

U Njutnovom postupku se u svakoj iteraciji izracunava i faktorise Hesijan.
To je racunski zahtevno, pored toga Sto zahteva poznavanje formule Hesijana.

Ako se pribegne rac¢unanju Hesijana pomoc¢u konaénih razlika, nije potrebno
poznavanje formule Hesijana, ali je postupak i dalje racunski skup.

3.4 Kvazi Njutnovi postupci

Kvazi Njutnovi postupci namesto Hesijana V2 f; u formuli (3.8) koriste neku
njegovu aproksimaciju By.
U kvazi Njutnovim metodama opadajuéi pravac se dobija po formuli

pe=-B; "V, (3.10)

gde je By simetri¢na, nesingularna matrica koja aproksimira Hesijan. Obi¢no se
za matricu By u prvoj iteraciji uzima jedini¢na matrica, a potom se u svakoj
iteraciji azurira koristeé¢i nove vrednosti funkcije i gradijenta.

Osnovna ideja kvazi Njutnovih postupaka je da se uopsti ideja secice iz po-
stupka za reSavanja jednodimenzionalnih jednacina. Aproksimacija Hesijana se
bira tako da zadovoljava jednacinu secice:

Bk+18k = Yk, gde je Sk = Tk+1 — Tk, Y = ka+1 — ka . (311)

Matrica By, treba da je simetri¢na (isto kao Hesijan).
Za aproksimaciju Hesijana ¢esto se koristi formula SR1, odnosno Symmet-
ric-Rank-one formula:

(yx — Brsi)(yr — Brsi)”

B =B
wH £ (yx — Brsk)T sk

(3.12)

Ova formula daje simetri¢ne matrice koje zadovoljavaju jednacinu secice. Razlika
izmedu dve susedne iteracije je matrica ranga 1.
Jos popularnija je BFGS formula koju su izumeli Broyden, Fletcher, Gold-

farb i Shanno:

BysestBE uryl
Byi1 =B — k "k k

. 3.13
s{Bksk ygsk ( )

Ova formula takode daje simetri¢ne matrice koje zadovoljavaju jedna¢inu secice.
Ragzlika izmedu dve susedne iteracije je matrica ranga 2.



Prakti¢na implementacija BFGS postupka umesto aproksimacije By, koristi
aproksimaciju inverznog Hesijana Hj = B, L

_ 1
Hyy1 = (I — peseyi )VHe(I — pryrsy) + prsisy , gde je p, = o (3.14)
k °k

Koristec¢i ovu aproksimaciju inverznog Hesijana pravci iterativnog koraka su

pr=—H, V.

3.5 DuzZina koraka linijskog pretrazivanja

Posle odredivanja pravca, u svakoj iteraciji (3.4) se linijskim pretraZivanjem
odreduje duzina koraka.

Pravac najbrZzeg opadanja i Njutnov pravac su specijalni slu¢ajevi formule
(3.10), sa By = I i By = V2 f} redom.

Pri odredivanju duzine koraka se polazi od koraka a; = 1 koji bi odgo-
varao Njutnovom pravcu. Ako taj korak ne zadovoljava uslove koji garantuju
konvergenciju, korak se skracéuje.

Za dati opadajuéi pravac, idealno je da se duzina koraka aj odredi kao
globalni minimum funkcije cilja duZ tog pravca

P(a) = f(xr + ap) - (3.15)

Odredivanje tog minimuma ¢emo zvati taéno linijsko pretrazivanje. Tacno
linijsko pretraZivanje je racunski skupo.

Zato se primenjuje netaéno linijsko pretrazivanje koje odreduje duzi-
nu koraka sa zadovoljavajué¢im smanjenjem funkcije (3.15) u odnosu na broj
ra¢unanja vrednosti funkcije i gradijenta.

Da bi se obezbedila konvergencija postupka potrebno je postaviti uslove na
duzinu koraka. Armijo uslov zahteva da duZzina koraka «j pruzi dovoljno u-
manjenje funkcije cilja:

flag + apk) < f(xk) + c1aV fypr , za neko ¢ € (0,1) . (3.16a)

Odnosno: dopustene duzine koraka a su one za koje je ¢(a) < l(a), gde
je l(a), desna strana nejednakosti (3.16a). To su na slici 1 vrednosti za koje
je grafik funkcije ¢(«) ispod prave I(«). U praksi se ¢; uzima malo, recimo
c1 = 10~%.

Da se ne bi za duzinu koraka uzimale jako male vrednosti koje ne dovode do
napretka u iteracijama, postavlja se uslov nagiba

Vf(xk + apr)pr > 2V fipr , za neko co € (¢1,1) . (3.16b)

Leva strana nejednakosti (3.16b) je izvod ¢'(«), treba da je veéa od umnoska
¢'(0). To su na slici 1 apscise tac¢aka krive u kojima nagib nije strmiji od pri-
hvatljivog nagiba. U ovom uslovu se trazi da je ca > ¢1, zato da bi uslov (3.16b)
mogao biti ispunjen istovremeno sa uslovom (3.16a).

Zajedno se uslovi (3.16a), (3.16b) nazivaju Volfovi (Wolfe) uslovi.

U prakti¢noj primeni, obi¢no se uzima cs = 0.1 za gradijentni korak ili korak
konjugovanog gradijenta; odnosno co = 0.9 za Njutnov ili kvazi Njutnove korake.



Slika 1: Slika oblasti za « koje zadovoljavaju Wolfe uslove

LEMA 1 Neka je f : R® — R neprekidno diferencijabilna. Neka je pi opadajudi
pravac u xy I neka je f ogranic¢ena odole na skupu {zj + api|la > 0}. Ako je
0 < ¢1 < cg < 1, onda postoji interval vrednosti o koje zadovoljavaju Volfove
uslove (3.16a), (3.16b).

Za dokaz konvergencije metode linijskog pretrazivanja koristi se teorema Zo-
utendijka:

TEOREMA 6 (Zoutendijk) Neka je iterativni niz {x} definisan iteracijom
(3.4) sa opadajuc¢im pravcima py, 1 neka oy, zadovoljava Volfove uslove (3.16a),
(3.16D).

Neka je f ogranicena odole na R™ i neprekidno diferencijabilna na otvorenom
skupu N koji sadrzi skup L = {x : f(z) < f(x0)}, gde je zy data pocdetna
iteracija.

Neka je, dalje, gradijent V f Lipsic neprekidan nad N, odnosno:

Vo, i e N, |Vf(z) - Vf(@)| < Lz — ||, zaneko L > 0. (3.17)

Onda
ZCOS2 O IV f(z)||> < o0, (3.18)

k>0
gde je 0y ugao koji zaklapaju py i —V fi. Njegov kosinus se dobija po formuli
Vi
IV Sl [[pxl

Pored uslova (3.16a), (3.16b), postoji verzija ove teoreme sa drugim skupom
uslova:
Na primer, jaki Volfovi uslovi:

f@e 4 onpr) < fr + 1oV il pi (3.20a)
IV f(2x + arpr)"pr| < 2|V f prl (3.20b)

cosf = (3.19)

t é(a)
N
\ < - [\ ~
\ prihvatljivi , \‘\ - =
< nagib / o) I ()
\ )
\ T
prihvatljivo prihvatljivo



za neke 0 < ¢ < ¢p < 1.
Ili, na primer, Goldstajnovi (Goldstein) uslovi:

fo+ =)V pe < floe + arpr) < fr + canV il s (3.21)

za neko ¢ € (0, 3).

Ista posledica: (3.18) koju nazivamo Zoutendijkov uslov sledi iz para uslo-
va (3.20a), (3.20b), odnosno iz uslova (3.21).

Prosta posledica Zoutendijkovog uslova je

lim cos? 6 |V fxl[? =0. (3.22)
k—o00

Da bi se obezbedila konvergencija niza {x} ka stacionarnoj tacki, potrebno je
postaviti jo§ uslov na pravce pi. Niz uglova izmedu pravaca pj i gradijenata
V fr ne sme se nagomilavati kod pravog ugla:

Vk €{0,1,2,...}, cosby > 6, zaneko §> 0. (3.23)
Direktna posledica Zoutendijkovog uslova i uslova (3.23) je:

Tim [V f(e)] = 0. (3.24)

Da podsetimo: globalna konvergencija, odnosno uslov (3.24), znaci da po-
stupak konvergira ka x*, stacionarnoj tacki funkcije f. Tek ako se na f postave
dodatni uslovi sledi da je z* lokalni, odnosno globalni minimum.

Za postupke najbrzeg opadanja (pravci negativnog gradijenta), vazi cos 0 =
1. Za te postupke je dovoljno linijskim pretrazivanjem uzimati duzine koraka
koje zadovoljavaju Volfove uslove (ili Jake Volfove uslove ili Goldstajnove uslove)
i vazié¢e globalna konvergencija.

Za kvazi Njutnove postupke, iz pozitivne definitnosti aproksimacije Hesijana
By, sledi da su im pravci opadajuéi. Za Njutnove pravce (koji su u neku ruku
specijalni slu¢aj kvazi Njutnovih pravaca) to imamo izvedeno u (3.9).

Dodajmo pretpostavku da matrice By imaju uniformno ograni¢en uslov-
ni broj. To znadi da:

Vk €{0,1,2,...}, | Bl |BE < M, zaneko M > 0. (3.25)

1
Lako se moze pokazati iz (3.19) da iz (3.25) sledi cos 6 > W

Dakle: U iterativnom nizu (3.4), Njutnov ili kvazi Njutnov postupak sa prav-
cima (3.10), uz uslov (3.25) ¢ije duzine koraka daju Zoutendijkov uslov jesu
globalno konvergentni.

Teorema 6 daje i viSe: Ako neki algoritam generiSe iterativni niz (3.4) koji
u svakoj iteraciji daje smanjenje funkcije cilja i svakih m koraka uzima pravac
najbrzeg opadanja py = —V fi sa duzinom koraka koja zadovoljava Volfove ili
Goldstajnove uslove, moze se dokazati

liminf |V f(z)|| =0. (3.26)
k—o0



3.6 Bektreking linijsko pretrazivanje

Kada su pravci linijskog pretrazivanja Njutnovi ili kvazi Njutnovi, u Zelji
da postupak ima kvadratnu brzinu konvergencije Njutnovog postupka, treba i
korake ay, birati blize Njutnovom koraku ay, = 1. Zato u Linijskom pretrazivanju
kreéemo sa korakom a = 1.

Jedan praktican algoritam za odredivanje duZzine koraka koji moze zadovoljiti
prvi Volfov uslov (3.16a), a da koraci istovremeno ne budu previge kratki, zove
se bektreking linijsko pretrazivanje, algoritam Backtracking Line Search.

Algoritam 1 Backtracking Line Search
Require: @ > 0,0 < p;, < ppi < 1,¢ € (0, %)
Ensure: o koje zadovoljava (3.16a)
o= Q;
while f(z + apr) > f(zx) + caV fipi do
choose p € [pio, pril;
a = pa;
end while
return

Ova jednostavna procedura za nalazenje duzine koraka oy duz opadajuéeg
pravca py se poziva sa pocetnom vrednoSéu koraka & = 1 za Njutnovu i kvazi
Njutnove metode. MozZe se odrediti i manja pocetna vrednost za drugi izbor
opadajuéih pravaca. Kad se procedura bektreking linijskog pretrazivanja zau-
stavi sa oy, = a, duZina koraka ce biti takva da korak ay/p ne zadovoljava uslov
(3.16a), a korak «ay, zadovoljava.

Vrednost koeficijenta c¢ se bira tako da i malo smanjenje funkcije cilja moze
da zaustavi petlju trazenja koraka «, recimo, ¢ = 1074

Faktor kontrakcije p moze da se menja tokom iteracija unutar linijskog pre-
trazivanja. Jedino treba da se safuva p € [pio, pni], za unapred odabrane kon-
stante 0 < py, < ppi < 1.

3.7 Algoritmi linijskog pretrazivanja

Linijsko pretrazivanje je postupak nalaZenja minimuma jednodimenzionalne
funkeije (3.15) uz zadovoljenje uslova (3.16a), (3.16b) ili nekih drugih uslova
koji garantuju konvergenciju.

Za konveksnu kvadratnu funkciju f(z) = %a:TQx — Tz tadan minimum duz
pravca {xj + apg, o > 0} imamo dat formulom

= Vi pr
L Qpr

(3.27)

Uglavnom se minimum ne moze egzaktno odrediti, a iterativno nalazenje
minimuma je rac¢unski skupo. Ipak, dovoljna je i aproksimacija minimuma koja
zadovoljava uslove date u glavi 3.5 da bi postupak konvergirao.

Da bismo dobili duzine koraka koje daju brzu konvergenciju izmeni¢emo
algoritam Backtracking Line Search. Izbor koeficijenta smanjenja koraka p u
iteracijama (linija choose p € [pio, pri]) se vrsi minimizacijom modela funkcije
(3.15) kvadratnim ili kubnim polinomom. Algoritam Line Search u nastavku to
radi.



Ova procedura vraca zadovoljenost jednog od tri izlazna kriterijuma kao
vrednost retcode:

retcode = 0, ako « koje vraca zadovoljava uslov (3.16a),

retcode = 1, ako postupak dobija za A vrednosti manje od Apjin,
retcode = 2, ako je potroSena kvota ra¢unanje funkcije f,

retcode = 3, negativna diskriminanta za minimum kubne interpolacije.

U slucajevima retcode = 1, retcode = 2 , retcode = 3 vrednost iteracije x; i
vrednost funkcije f; koje Line Search vraca su nepouzdane, a za retcode = 0 se
vrac¢aju da se ne bi ponovo ra¢unale u iterativhom postupku.

Ova procedura kreé¢e od vrednosti @ = 1 koju smanjuje korakom izmedu
0.11 0.5, sve dok se ne zadovolji jedan od izlaznih kriterijuma. Korak smanje-
nja se nalazi kao minimum modela funkcije (3.15) kubnim, a u prvom koraku
kvadratnim polinomom.

Nekad iterativni proces blizu reSenja bude usporen zbog malih duzina koraka
koje daje ovaj algoritam. Stavige, u blizini reSenja greSka zaokruZivanja moze
da dovede do zaglavljivanja iterativnog procesa (stall). Zato se kao ulazni para-
metar ove procedure daje api,. U sluéaju kad algoritam 2 smanji korak « ispod
amin iterativni proces je verovatno dosao do reSenja, treba da stane, ali treba i
proveriti da li je reSenje traZeni minimum. Tada se vraca poruka retcode = 1.

Korenovanje negativnog broja moze se pojaviti u proceduri Line search kada
na vrednost funkcije f uti¢e Sum ili kad se pojavi greska zaokruzivanja u de-
terministickom slu¢aju. Mi ¢emo, kada se pojavi korenovanje negativnog broja,
vracati retcode = 3. Obrada ovog povratnog koda ée biti ista kao kada iterativni
proces zaglavljuje zbog greSaka zaokruzivanja blizu reSenja.

Brojanje ra¢unanja funkcije se vodi u lokalnoj promenljivi fcalcls. Ovu mo-
guénost nude mnoge implementacije linijskog pretrazivanja, na primer u Ma-
tlabu. Vrednost fcalcls je jedan od izlaznih parametara ovog algoritma, da bi
glavni iterativni program mogao da vodi racuna o ukupnoj kvoti racunanja
funkcije cilja.
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Algoritam 2 Line Search

Require: z5 € R", fo € R(= f(x0)), f(-) : R" = R, go € R"(= §(z0)), p € R,

Amin € RT, max fealcls € Z+

Ensure: 1, fi, retcode € Z7, A € RT, fcalcls € ZT

c:=107%
initslope := g& p;
retcode = 1;
a:=1;
fealc .= 0;
while retcode > 0 do
Tl = Tg+ ap;
f1:= f(a1); feale := feale+1;
if f1 < fo + cainitslope then
retcode := 0;
else if o < apmi, then
x1 := xo; f1:= fo; retcode :=1;
else if fcalc > max fcalc then
1 := xo; f1:= fo; retcode := 2;

> Nadeno «
> Premalo o zaglavljuje
> maksimalni broj rac¢unanja f

> Smanjujemo «
> Prvi put kvadratni model

i Inace kubni model
OF e fi — fo — ainitslope
X Jprev — fo — Qprey initslope

)

agre'u
> Sum ili zaokruzZivanje

> Treba pravi kubni model

> Ne zelimo premalo smanjenje

> Ni preveliko smanjenje

else
if « =1 then
o initslope .
Qtemp = 2(f1— fo—initslope)’
else .
Al 1 aZ
B |7 a=apres ~Oprev
(e}
disc := B? — 3 Ainitslope;
if disc < 0 then
x1 := xo; f1:= fo; retcode := 3;
end if
if A =0 then
L initslope .
Qtemp *= — " 25 3
else
. —b+Vdisc.
Qtemp = 3A )
end if
if atemp > 0.5 then
Qgemp = 0.50;
end if
end if
Uprey = A
fprev = fl;
if ogemp < 0.1 then
a:=0.1qa;
else
Q1= Otemps
end if
end if
end while
return
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4 Njutnov postupak za reSavanje sistema neline-
arnih jednacina

Posmatramo problem
g(x) =0, (4.1)
gde je g : R®™ — R™ vektorska funkcija,

9(x) = [91(2), g2(2), .. gn(2)] ",

igdesu gg, k=1,2,...,n glatke funkcije.

Vektor «* koji zadovoljava (4.1) zove se reSenje ili koren.

U glavi 1 je data veza sistema linearnih jednacina sa problemom matema-
tickog programiranja.

Dacemo Njutnov algoritam za sistem linearnih jednacina.

Neka je ¢'(z) Jakobijan vektorske funkcije g(z).

Algoritam 3 Njutnov algoritam za sistem nelinearnih jednacina
Korak 1 Odaberi z°.

Korak 2 For £ =0,1,2,...
Korak 3 Resi s* iz sistema linearnih jednacina ¢'(z*) s* = —g(z*).
Korak 4 Postavi ! = 2F + s*.

Korak 5 End For

Da smo primenili algoritam 3 na gradijent ¢ = V f funkcije f iz problema
(1.1), dobili bismo Njutnov metod iz glave 3.3. Pri tome je ¢’ = V2f.
Dacéemo bez dokaza teoremu o konvergenciji Njutnovog postupka.

TEOREMA 7 Neka je g neprekidno diferencijabilna u konveksnom otvorenom
skupu D C R". Neka je x* € D nedegenerisano resenje (4.1) i neka je {z*} niz
generisan algoritmom 3.
Ako je ¥ € D dovoljno blizu z*, onda {z*} superlinearno konvergira ka x*.
Ako je g Lipsic neprekidno diferencijabilna u okolini x*, onda je konvergen-
cija kvadratna.

5 Spisak problema za stohasticku
optimizaciju

Problemi koje ¢éemo ovde navesti su klasi¢ni problemi za testiranje algoritama
za optimizaciju. Neki od njih su vestacki kreirani da bi onemoguéili nedovoljno
robustne algoritme da ih reSe.

Osim n i m vrednosti koje su gore opisane, za svaki problem ¢emo navesti
pocetnu iteraciju z° i optimum 2* ako je poznat.
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5.1 Spall’s polynomial, |?]
n=4

n n
fl@) =a"AT Az +0.1) (Ax)} +0.01) (Ax);
i=1 i=1
gde je A gornja trougaona matrica popunjena jedinicama.
Start: 2% = 0.2(1,1,...,1)

Optimum: z* = (0,0,...0), f(z*) =0

5.2 QuadAppr, [?]
n=2

f(@) =200 ¢y (21, 22)/ (10, 10)
gde je

op(w1,2) = exp (O.ly/x% + bx%) + exp <—0.1\/m% + bx%) -2

Start: 2 = 0.5(1,1)
Optimum: z* = (0,0), f(z*) =0 (b=1)

5.3 Fletcher-Powell helical valley function, [?, ?]
n=23

m=3

fl(x) = 10[%3 — 10 9($1, 332)]

10(y/23 + 23 — 1)

f3(z) = 23
gde je
1 Z2
B 5-arctan 22, 1 >0
O(x1,22) = { % + %arctan i—%, x1 < 0.
Start: 2° = (—1,0,0)
Optimal: z* = (1,0,0), f(z*)

5.4 Biggs EXP6 function, [?, 7]
n==06

m =13 (m > n)

fi(x) = zgexp(—t;z1) — w4 exp(—t;xz2) + T exp(—t;Ts5) — Yis
gde je

t; =i/10, y; = exp(—t;) — 5exp(—10t;) + 3 exp(—4t;),
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zat1=1,2,...,m.
Start: 20 = (1,2,1,1,1,1)
Optimum:
lokalni: f(x*) = 5.65565 - 1073
globalni: z* = (1,10, 1,5,4,3), f(z*) =0.

5.5 Box three-dimensional function, [?, 7]

n=3

m =10 (m > n)
fi(x) = exp(—t;x1) — exp(—t;xa) — x3 (exp(—t;) — exp(—10¢;)),
gde je
ti =i/10
zasvei=1,2,...,m.

Start: 20 = (0,10, 5)
Optimum: f(z*) =0 za (1,10,1), (10,1,—1) i za (z; = z2 i z3 = 0).

5.6 The Shekel SQRN5 function [7]

n=4

m n

f(x):—z ¢ +

(z; — aij)? ;
=1 1

gde je

1.0 1.0 1.0 1.0
[ai;]= | 80 80 80 80
6.0 60 6.0 6.0
3.0 7.0 3.0 7.0

Start: 2* = (1,3,5,6).
Optimum: 2° = (4,4,4,4), f(z*) = —10.1527.

5
,c=10.1,0.2,0.2,0.4,0.6] .

4.0 4.0 4.0 4.0]
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