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1 Kombinatorika, prostor verovatnoce i verovatnoca
slucajnih dogadaja

1.1 Skupovi i operacije sa skupovima

U teoriji verovatnoce, dogadaji su skupovi. Iz tog razloga se ¢e Cesto biti koriSéene
neke poznate osobine operacija sa skupovima.

Neka je X univerzalni skup. Za skup A kazemo da je podskup skupa X, u oznaci
AC X, akovaziz € A=z € X. Neka su A, B i C podskupovi skupa X. Skupovne
operacije su definisane sa:

unija skupova Ai Bje AUB={x:x€ AVux € B},

presek skupova Ai Bje ANB={x:2€ ANz € B},

razlika skupova Ai Bje A\B={x:2x€ ANz ¢ B},

komplement skupa Aje A={z:2€ X Az ¢ A} = X \ A,

Dekartov proizvod skupova A i Bje Ax B={(a,b):a€ ANbE B}.

Neke od osobina skupovnih operacija su:
e A=A, I=X, OUA=A4, 0NA=0, XNA=A, XUA=X,
e AUB=BUA, ANB=DBNA,

BuUC

AU ( )=(AUB)UC, AN(BNC)=((AnB)NC,
e AUMBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
e AUB=ANB, ANB=AUB.

[1] Za A = {1,2,3,4}, B = {2,4,6,8} i C = {3,4,5,6} napisati elemente skupova
ANC, AUBiB\C.
Resenje: ANC =1{3,4}, AuB=1{1,2,3,4,6,8}, B\C =1{2,8}.

2] Za A = {a,b,1}, B = {b,1,¢} i C = {a,1} napisati elemente skupova A U B,
BnC, A\B, B\A, AnNB, AxCi(AUB)NC.

Resenje: AU B = {a,b,1,c}, BNC = {1}, A\B = {a}, B\ A = {c},
ANB= {ba 1}5 AxC= {(ava)a (av 1)a (bv a)a (b7 1)a (1,&), (17 1)};

(AuB)NC ={a,b,1,¢c} n{a,1} = {a,1}.

[8] Za date podskupove
A={1,2,3,4,5,6}, B={x|x € N,z je deljivo sa 3 iz < 10} i
C={x|zeNz<12 iz je prost broj} U {1}
univerzalnog skupa N napisati elemente skupova AUB, BUC, ANB, ANB, ANBNC,
A\ B, B\ A, P(B), B, (AuB)NC i (A\C)UB.




Resenje: Dakle, za skupove A = {1,2,3,4,5,6}, B={3,6,9} 1 C = {1,2,3,5,7,11}
je

AUB=1{1,2,3,4,5,6,9}, BUC=/{1,2,3,5,6,7,9,11}, AN B ={3,6},

ANB = An{1,2,4,5,7,8,10,11,12,...} = {1,2,4,5}, ANBNC = {3,6}NC = {3},
A\ B = {15274a5}5 B\A = {9}7 P(B) - {(Z),{3},{6},{9},{3,6},{3,9},{6,9},3},
B? =B x B=1{(3,3),(3,6),(3,9), (6,3), (6,6), (6,9), (9,3),(9,6),(9,9)},

(AuUB)NC ={1,8,10,11,12,...} NnC = {7,11},

(A\C)UB=1{4,6}UB =1{3,4,6,9}.

[4] Graficki ispitati koje su od sledecih jednakosti tacne:

(a) A\ (BUC)=(A\B)\C (by A\B=(AUB)\B
() (ANB)\C=(A\C)N(B\C) (d) (AUB)\C=(A\C)U(B\C)
(e) (A\B)UC=(AUC)\B f) (AnB)=AUB
Resenje:
(a) (b)
A\B=(AUB)\B
A\(BUC) = (4\ B)\ C
()

(AUB)\ C = (4\C)U(B\0)




(AnB)=AUB

1.2 Kombinatorika

n'

:m,neN,keNU{O}. (0l =1)

Binomni koeficijent: (k‘)
Pravilo proizvoda: ako skup A; ima n; elemenata, skup As ima no elemenata,

., skup Ay ima nj elemenata, i ako se bira po jedan element iz svakog od
skupova A; pri ¢emu su svi posmatrani elementi razlic¢iti, ovakvih izbora ima
ny-ng - ... Ng.

Permutacije:

— Permutacije bez ponavljanja: svi elementi skupa A = {a1,aq9,...,a,}
se rasporeduju u uredenu n-torku; broj ovakvih rasporeda je P, = n!.

— Permutacije sa ponavljanjem: iz skupa A = {a1,as,...,ar} se bira ny
puta element a1, ns puta element ao, ..., ni puta element ay, i izabrani ele-
menti se svrstavaju u uredenu n-torku onim redom kojim su birani; ovakvih

n!
. . n B L
izbora ima Pyl = TR gde jen =ny +no + ...+ ng.
1:M2: ... NE:
Varijacije bez ponavljanja: iz skupa A = {ai1,as,...,a,} se k < n puta bira

neki element tako da svi izabrani elementi budu razli¢iti (prethodno izabrani
elementi se ne biraju ponovo), i izabrani elementi se rasporeduju u uredenu n-

!
torku ; ovakvih izbora rasporedivanja ima V. = L (n) k.
(n—k)! k
Varijacije sa ponavljanjem: iz skupa A = {a1,as,...,a,} se k puta bira neki

element tako da se svaki put element bira iz celog skupa A (prethodno izabrani
elementi se mogu ponovo izabrati), i izabrani elementi se rasporeduju u uredenu

n-torku ; ovakvih izbora rasporedivanja ima VE =nk.

Kombinacije bez ponavljanja: iz skupa A = {a1,as,...,a,} se bira podskup
n

od k < n elemenata; ovakvih podskupova ima C} = A

Kombinacije sa ponavljanjem: iz skupa A = {a1,a2,...,a,} se bira pod-

skup u kome se elementi mogu ponavljati, ali tako da ukupno elemenata sa

— n+k—1
ponavljanjima bude k; ovakvih izbora ima CE = ( + i )

[5]

Od mesta A do mesta B vodi 5 puteva, a od mesta B do mesta C vode 3 puta.

Koliko puteva vodi od mesta A do mesta C' preko mesta B?



Resenje:

Broj puteva je 5-3 =15
(vidi pravilo proizvoda, strana 3)
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[6] Koliko se razlicitih vrsta znacaka moZe napraviti ako se znacke prave u obliku
kruga, trougla, kvadrata ili Sestougla, i u svaku znacku se upisuje jedno veliko slovo
azbuke (A,B,B,... III) i jedna cifra (0,1,2,...,9)¢

Resenje: Moguéih oblika ima 4, velikih slova ima 30, a cifara ima 10, te po pravilu
proizvoda razli¢itih vrsta znacaka ima 4 - 30 - 10 = 1200.

[7] Na koliko nacina se moZe izabrati 5 knjiga iz kolekcije od 20 razlicitih knjiga?

Resenje: Iz skupa od 20 knjiga biramo podskup od 5 knjiga (nije bitan redosled

izabranih knjiga i nema ponavljanja pri izboru), te sledi da je broj moguéih izbora
16-17-18-19-20 __ 15504
515! 12345 :

[8] Na koliko razli¢itih nacina ucesnik u igri ,loto 7/39” moZe popuniti tiket?
Resenje: Jedno popunjavanje krsti¢ima 7 od 39 polja na tiketu je ekvivalentno izboru

podskupa od 7 brojeva iz skupa od 39 brojeva, te sledi da na¢ina popunjavanja ima

€3 = 2L = 15380937.

[9] Na koliko razlicitih nacina moZemo izabrati 5 karata iz Spila od 52 karte tako da
medu 1zabranim kartama bude

(a) tacno 2 keca,
(b) bar 2 keca,
(¢) najvige 2 keca?

Resenje: U $pilu od 52 karte se nalaze 4 keca, tako da se pri izboru 5 karata vrsi izbor
iz skupa od 4 keca i 48 karate koje nisu kecevi.

(a) Primenom pravila proizvoda dobijamo da je broj opisanih izbora ko = m - n gde
je m broj na¢ina da se od 4 keca odaberu 2, a n je broj nacina da se od 48 karata
koje nisu kecevi odaberu 3. U oba slu¢aja se radi o izboru podskupa gde nema
ponavljanja izbora (ne moze se dva puta birati jedna ista karta), te je m = C3 i

n = C38, odnosno refenje glasi ky = C3-C3® = 3—;1 : % = 103776.

(b) Bar 2 keca se mogu izabrati na ko + k3 + k4 nacina gde je k;, i € {2,3,4} broj
nacina izbora tacno i keceva. Brojeve k;, ¢ € {3,4} moZemo dobiti na istovetan
nacin kao broj k2 pod (a), teje ko = 103776, kg = C3-C38 = %-% =4512,
ky=0Cf-C¥¥=1- 4—18 =48, tj. reSenje zadatka je 103776+ 4512 + 48 = 108336.



¢) NajviSe 2 keca se mogu izabrati na kg + k1 + k2 nacina gde je k;, 7 € {0, 1, roj

Najvise 2 k izabrati na ko + k1 + ko nadci de je k;, i € {0, 1,2} broj

nacina izbora ta¢no i keceva. Brojeve ky, k‘l, ks dobijamo na isti nacin kao ko, k3,

ks pod (a) i (b), te je ko = 103776, = C1-Cf® = 1 - {555 = 778320,
44.45.46.47-48

ko = C4 048 =1 - =9550s = 1712304 odnosno reSenje zadatka glasi

1712304 4 778320 + 103776 = 2594400.

[10] Na koliko razlicitih nacina se moZe izabrati 8 karata iz $pila od 52 karte tako da
medu 1zabranim kartama bude

(a) tacno 2 sedmice i 3 keca,
(b) tacno 2 sedmice i bar 3 keca?

ResSenje:  Oznacimo sa s; broj nacina izbora i sedmica, sa k; broj nacina izbora j
keceva, a sa oy broj nacina izbora k karata medu kojima nema ni sedmica ni keceva
(takvih karata u Spilu ima 52—4—4 = 44). Analogno postupku iz zadatka [9], koristeci
pravilo proizvoda izra¢unavamo

(a) 82k303 = C% . C% . C44 = 317856.
(b) sak303 + sokyoy = C5-C3-Ci*+C3 - C7- C3* = 317856 + 5676 = 323532.

[11] Hor se sastoji od 10 élanova. Na koliko nacina se moZe birati po 6 clanova za
nastup, za svaki od 3 dana turneje hora, ali tako da

(a) sastavi za nastup razlicitih dana mogu biti isti,
(b) sastavi za nastup razli¢itih dana ne mogu biti isti?
Resenje:

(a) Svakog dana se bira podskup od 6 ¢lanova iz skupa od 10 ¢lanova hora (kom-
binacije bez ponavljanja od 10 elemenata klase 6). Dakle, primenom pravila
proizvoda dobijamo da je broj izbora C{?- CL0- CL0 = 2103 = 9261000.

(b) Prvog dana se, naravno, sastav moze birati na C{° = 210 nacina, drugog dana
je broj izbora za jedan manji, a tre¢eg dana je broj izbora jos za jedan manji.
Sledi da primenom pravila proizvoda dobijamo za ukupan broj na¢ina biranja
210-209 - 208 = 9129120.

[12] Betoven je napisao ukupno 9 simfonija, Mocart 27 koncerata za klavir, a Suber-
tovih gudackih kvarteta ima 15.

(a) Radio stanica u vecernjoj muzickoj emisiji svakog dana pusta po jednu Betove-
novu simfoniju i jedan Mocartov klavirski koncert. Koliko najvise dana zaredom
stanica moZe da pravi razlicite emisije (emisije koje se razlikuju u bar jednoj od
dve kompozicije koje emituje, pri cemu ne smatramo razlicitim emisije u kojima
su iste kompozicije emitovane obrnutim redosledom)?



(b) Ako urednik pomenute emisije svake veceri pusta prvo jednu Betovenovu simfo-
niju, zatim jedan Mocartov klavirski koncert, i na kraju jedan Subertov gudacki
kvartet, koliko dugo urednik moZe na ovaj nacin da pravi emisije?

Resenje:

(a) Koristeci pravilo proizvoda dobijamo da je broj razli¢itih emisija (broj moguéih
izbora) 9 - 27 = 243.

(b) Na isti na¢in kao pod (a) se dobija da je broj moguéih nac¢ina izbora emisija
9.27-15 = 3645, §to je (3645 =9 - 365 4 360) priblizno 10 godina.

[13] Napisati sve dvocifrene prirodne brojeve koji se mogu napisati od cifara 1,2,3,4
tako da se u jednom broju

(a) ne mogu nalaziti iste cifre,
(b) mogu nalaziti iste cifre.
Resenje:

(a) Ovakvih brojeva ima V3 = 12, i to su brojevi 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34,
41, 42, 43.

(b) Ovakvih brojeva ima V;‘ = 16, i to su brojevi 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31,
32, 33, 34, 41, 42, 43, 44.

[14] Koliko ima cetvorocifrenih prirodnih brojeva koji se mogu napisati od cifara
1,2,3,4,5,6,7,8 takvih da se u jednom broju

(a) ne mogu nalaziti iste cifre,

(b) mogu nalaziti iste cifre?
Resenje:

(a) V§ = 1680.

(b) V = 4096.

[15] Koliko ima petocifrenih brojeva u kojima su sve cifre razlicite?

Resenje: Prvu cifru a biramo iz skupa {1,2,...,9}, dakle postoji 9 moguéih izbora.
Nakon $to smo izbrali prvu cifru, ostale cifre biramo tako $to od elemenata skupa
{0,1,2,...,9}\{a} (ima ih 9) sastavljamo uredenu 4-orku kod koje su sve komponente
razli¢ite. Broj ovakvih izbora je (varijacije bez ponavljanja) V] = 9-8-7-6 = 3024.
Primenom pravila proizvoda dobijamo da brojeva opisanog tipa ima 9 - 3024 = 27216.



Drugi nacin: Prva cifra broja ne moZe biti nula, te ¢emo traZeni broj dobiti kao a — b
gde je a ukupan broj nizova od 5 razli¢itih cifara (gde i prva cifra moze biti 0), a b
je broj nizova od 5 razli¢itih cifara kod kojih je prva cifra 0. Nizove od 5 razli¢itih
cifara pravimo tako $to iz skupa od 10 cifara 5 puta vadimo jednu po jednu cifru bez
vradanja (ponavljanja), $to se moze uraditi na a = Vi° = 30240 nacina. Nizove od 5
razlicitih cifara kod kojih je prva cifra 0 pravimo tako $to iz skupa od 9 cifara (cifra
0 je ,potrosena”) 4 puta vadimo jednu po jednu cifru bez vrac¢anja (ponavljanja), sto
se moze uraditi na b = V] = 3024 nacina. Prema tome, petocifrenih brojeva opisanog
tipa ima 30240 — 3024 = 27216.

[16] Na Sahovskom turniru ucestvuje 12 Sahista. Ako svaki Sahista treba da odigra
po jednu partiju sa svim ostalim Sahistima, koliko ée ukupno partija biti odigrano na
turniru?

Resenje: Bic¢e odigrano onoliko partija koliko ima parova Sahista, tj. koliko ima dvo-

¢lanih podskupova skupa od 12 Sahista, a taj broj je C3? = % = 66.

[17] Do wvrha planine vodi 5 puteva. Na koliko nacina planinar moZe da se popne i
spusti sa vrha ako

(a) moZe da se spusta istim putem kojim se popeo,
(b) ne moZe da se spusta istim putem kojim se popeo?

Resenje: U oba slucaja se put za penjanje bira na 5 nadina, a put za spuStanje se u
prvom slucaju bira na 5, a u drugom na 4 nacina, tako da reSenje glasi

(a) Vo =5-5=25,
(b) V3 =5-4 = 20.

[18] Koliko razlicitih Sestocifrenih brojeva moZe da se napise od cifara 1,1,1,2,2,2%
Resenje: Od zadanih cifara Sestocifreni broj pravimo tako sto cifre rasporedujemo u
niz (bitan je redosled i koristimo sve cifre), ali medu ciframa ima i jednakih, §to znaci

da se radi o permutacijama sa ponavljanjem, te odgovor glasi Pg’?, = 3?—"3, = 20.

[19] Koliko razli¢itih Sestocifrenih brojeva moZe da se napise od cifara 1,2,2,3,3,37

Resenje: Na isti nacin kao u zadatku [18] dobijamo resenje P§ , 5 = o = 60.

[20] Iz grupe od 10 muskaraca i 8 Zena treba odabrati 6 osoba medu kojima najmanje
3 treba da budu Zene. Na koliko nacina se moZe izvrsiti ovakav izbor?

Resenje: Neka je Z;, i € {3,4,5,6} broj na¢ina na koji se mogu odabrati i Zena i 6 — 4
muskaraca (ukupno 6 osoba). TraZeni broj nacina izbora je Z3 + 24 + 25 + Z¢. Kada
pri izboru 6 osoba biramo i zena i 6 — ¢ muskaraca, tada iz skupa od 10 muskaraca



biramo na Cégi nacina podskup od 6 — ¢ elemenata, i iz skupa od 8 Zena biramo na
C% nagina podskup od i elemenata, te na osnovu pravila proizvoda dobijamo da je

% =C,.C¢ = (61—01') . (f) Prema tome,
Z5= () (5) =120-56 = 6720, 24 = (%) (%) =45-70 = 3150,
%= (1) (5) =10-56 = 560, Z= (1) (3)=1-28 =28,

te reSenje zadatka glasi 6720 + 3150 + 560 + 28 = 10458.

[21] Koliko se reci (racunajuci i besmislene) moze napisati koristeci slova a,b,c,d,e
tako da se svako slovo u reci javlja najvise jednom i tako da rec

(a) obavezno sadrzi slovo a,
(b) pocinje slovom a?

Resenje: Neka je k; broj reci duzine 4, i € {1,2,3,4,5}. Broj reci koje se mogu napisati
u skladu sa zadatim uslovima je k1 + ko + k3 + k4 + k5.

(a) Ocigledno je k1 = 1, a re¢ duzine 7, i € {2,3,4,5} pravimo tako §to osim slova
a odaberemo jos i — 1 slova iz skupa {b, ¢, d, e}, a zatim ova slova redamo u niz.
Izbor i — 1 slova iz skupa {b, ¢, d, e} se moze uraditi na C} ;| nacina, a izabrana
slova i slovo a se zatim mogu poredati u niz na P; nacina (na primer, pri pisanju
rec¢i od 3 slova pored slova a moZemo izabrati jos parove slova {b, c}, {b,d}, {b, e},
{c,d}, {c,e}1{d,e}, pa ako smo odabrali npr. slova {b, d}, tada moZemo napisati
re¢i abd, adb, bad, bda, dab i dba); prema tome, koristeéi pravilo proizvoda, za
i € {2,3,4,5} dobijamo k; = C{_ - P;, odnosno

ky=C} Py= 1 -21=8, ky=C34 Py= 5 -3l =36,

1137 212
ky=C4-Py=h-41=96, k;=C} Ps= 1 50=120.

Dakle, moze se napisati 1 + 8 4+ 36 4+ 96 4+ 120 = 161 rec.

(b) Prvi nadin: analogno kao pod (a), osim $to nakon izbora slova od tih slova ne
pravimo proizvoljan niz, ve¢ slovo a obavezno stavljamo na prvo mesto a ostala
rasporedujemo u niz na proizvoljan nacin, tako da je ky = 11 k; = Cf | - Pi_1,
1 €{2,3,4,5}, odnosno

ke =C} Pr=q 11=4, ky=C§ Py=5 20=12,
ky=C4-Py=H.31=24, ky=C} Py= 41=24.
Dakle, moze se napisati 1 + 4 + 12 + 24 + 24 = 65 redi.
Drugi nacin: pri pravljenju re¢i od ¢ slova, slovo a obavezno stavljamo na prvo
mesto a zatim pravimo niz od i — 1 slova od elemenata skupa {b, ¢, d, e}, tako da
jeki=1ik;, =V} | ie€{23,4,5}, odnosno
ko = Vi =4, ks=Vi=4-3=12,
ky=Vi=4.3.2=24, ky=Vi=4.3.2.1=24
Dakle, moze se napisati 1 + 4 + 12 + 24 + 24 = 65 redi.



1.3 Prostor dogadaja

Neka je §2 skup, i neka je F C P(Q). Familija F podskupova skupa 2 je o-polje nad
2, odnosno, uredeni par (2, F) je prostor dogadaja ukoliko vazi:

(1) QeF,
(2) ako je A € F, tadajei A € F,

[ee]
(3) akojeVie N, A; € F, tadajei |J A; € F.

i=1
U tom slucaju, elementi familije F su dogadaji, skupove §) i  interpretiramo redom
kao nemogué¢ dogadaj i siguran dogadaj, a za dogadaj A € F, njemu odgovarajuéi
komplement A € F interpretiramo kao suprotan dogadaj dogadaja A. Elemente
w skupa €2 nazivamo elementarnim dogadajima.
Neka je (£, F) prostor dogadaja, i neka su A € F i B € F neki dogadaji. U teoriji
verovatnoce je uobi¢ajeno da se umesto oznake ANB koristi oznaka A- B ili jednostavno
AB, a za disjunktne dogadaje Ai B (ANB = () se umesto AU B koristi oznaka A+ B
¢ime se u samom zapisu naglasava da se radi o disjunktnim dogadajima. Pri tome
operacije sa skupovima (dogadajima) interpretiramo na slede¢i nacin:

AB - ,realizovala su se oba dogadaja A i B”,
AUB - realizovao se bar jedan od dogadaja A i B”,
A+ B - ,realizovao se bar jedan od disjunktnih dogadaja A i B”

(radi o disjunktnim dogadajima, zato A + B ta¢nije interpretiramo sa
,realizovao se ta¢no jedan od disjunktnih dogadaja A i B”),
A - ,realizovao se suprotan dogadaj dogadaja A”.

Prostor dogadaja (€2, F) ima jos i sledec¢e vaZne osobine:

(1) D e F,

(2) akojeVie {1,2,...,n}, A; € F,tadajei |J A; € F,
=1

1=

(3) akojeVie {1,2,...,n}, A; € F,tadajei [ A; € F,
i=1

(4) akojeVi e N, A; € F,tadajei () 4; € F.
i=1

3

[22] Eksperiment se sastoji od jednog bacanja kockice za igru. Posmatrajmo dogadaje:

A - pri bacanju je dobijen paran broj”,
B -, pri bacanju je dobijen neparan broj”,
C -, pri bacanju je dobijen broj manji od 3”.

(a) Napisati skup elementarnih dogadaja (ishoda eksperimenta) ).
(b) Napisati dogadaje A, B i C kao skupove elementarnih dogadaja.
(¢) Koji su parovi dogadaja A, B, C' disjunktni (nesaglasni, iskljucivi)?

Resenje:



(a) Oznagimo sa {w;}, i € {1,2,3,4,5,6} dogadaj ,,pri bacanju je dobijen broj i”.
Tada je 2 = {w1, w2, w3, wq, ws, We }-

(b) A={wz,ws,we}, B={w,ws,ws}, C={wi,wa}.
(¢) Disjunktni su samo dogadaji Ai B (AN B =10).

[23] Navesti skup elementarnih ishoda za sledece eksperimente:

(a
(b

bacangje jednog novcica,
bacangje jednog zlatnog i jednog srebrnog novcica,

¢) bacange jednog zlatnog, jednog srebrnog i jednog bronzanog novéica,

(
d

bacangje kockice za igru i jednog novcica,

e) bacanje dva puta kockice za igru,

)
)
)
)
()
(f)

izvlacenje jedne kuglice iz kutije u kojoj se nalaze 3 bele, 4 crvene i 2 plave
kuglice,

(g) izvlacenje dve kuglice iz kutije u kojoj se nalaze 3 bele, 4 crvene i 2 plave kuglice,
pri cemu je bitan redosled izvucenih kuglica,

(h) izvlacenje dve kuglice iz kutije u kojoj se nalaze 3 bele, 4 crvene i 2 plave kuglice,
pri cemu nije bitan redosled izvucenih kuglica,

(i) registrovange ispravnosti jedne sijalice,

(j) registrovange ispravnosti tri sijalice.
Resenje:

(a) Q = {wg,wp}, gde je G dogadaj ,,pri bacanju je pao grb”, a P je dogadaj ,pri
bacanju je palo pismo”.

(b) Q = {wee,wap,wpa,wpp}, gde je wxy dogadaj ,,pri bacanju zlatnog novcica
je palo X € {G, P}, a pri bacanju srebrnog Y € {G, P}”, gde je sa G skraceno

. . . . 2
oznacen grb a sa P pismo; primetimo da je |Q] = V;, = 4.

(c) Q = {wppp,wPPG,WPGP,WPGG,WGPP,WGPG,WGGP,WGGG, }, Uz analogne o-
. . . _2
znake kao pod (b); primetimo da je |Q = V3 = 8.

(d) Q ={wip,wic,w2p,waa,W3p,wsa, Wap, Wia, WspP, WsG, WeP, WG }, gde brojevi u
indeksu predstavljaju broj dobijen na kockici, a slova predstavljaju odgovarajuéu
stranu novcica.

() Q=A{wi;|i,7€{1,2,...,6}}, gde je w;; dogadaj ,,pri prvom po redu bacanju je
pao broj i a pri drugom po redu broj j”; primetimo da je || = Vg = 36.
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(f) Q = {wp, we,wp}, gde je w, dogadaj ,,izvucena je kuglica boje x € {b,c,p}’ gde
navedeno slovo predstavlja prvo slovo naziva odgovarajuce boje.

(g8) Q= {wb, Whe, Wip, Webs Wees Weps Wpb, Wpes Wpp 5 gde je way dogadaj ,,prvo je izvuce-
na kuglica boje x € {b,c,p} a zatim kuglica boje y € {b, ¢, p}” gde navedeno slovo
predstavlja prvo slovo naziva odgovarajuce boje; primetimo da je |Q] = V, = 9.

(h) Q = {Wbp, Whes Wp, Wees Wep, Wpp |, gde je wyy, dogadaj ,,izvucena je jedna kuglica
boje x© € {b,c,p} i jos jedna kuglica boje y € {b,c,p}” gde navedeno slovo pred-
stavlja prvo slovo naziva odgovarajuce boje; primetimo da je || = 62 = 6.

(i) Q = {wo, w1}, gde je wy dogadaj ,,sijalica je neispravnd’ a wyi dogadaj ,,sijalica
je ispravna’.

(3) € = {woo0, woo1,wWo10,Wo11,W100, W101, W110, w111}, gde je wijx dogadaj ,,prva si-

jalica je u stanju i, druga w stanju j, a trea u stanju k, i,j,k € {0,1}” pri ¢emu
stanje 0 znaci da je odgovarajuca sijalica neispravna, a stanje 1 da je ispravna.

[24] Radnik je proizveo 3 artikla. Neka je X;, i € {1,2,3} dogadaj ,i-ti prozvedeni
artikal je ispravan” (artikle razlikujemo po tome kojim redom su proizvedeni). Pomoéu
dogadaja X; i X; izraziti skup elementarnih ishoda kao i dogadaje

- ,svi artikli su ispravni”,

- ,bar jedan artikal je neispravan”,

- tacno jedan artikal je ispravan’,

snajvise dva artikla su ispravna’,
- ,bar dva artikla su ispravna’,

- ,tacéno dva artikla su neispravna’.

SO QW e

Resenje:
Q= {X1X2X5, X1 X2 X3, X1 X2 X3, X1 X2 X3,
X1 X2X5, X1 X0X3, X1 X2X3, X1X2X3},
A= (X1 X2X3),
B=A= {X1X273, X172X3,71X2X3, X17273,71X273,7172)(3,717273},
C={X1X2X3,X1X2X3,X1X2X3},

D =B,
E={X1X2X3, X1X2X3, X1 X2X3, X1 X2X3},
F=C.

[25] Meta se gada sa 3 metka. Neka je S;, i € {1,2,3} dogadaj ,i-tim metkom je meta
pogodena”. Preko dogadaja S; izraziti dogadaje

- ,ostvarena su 3 pogotka”,

- ,ostvarena su 3 promasaja’

- ,ostvaren je bar 1 pogodak”,

,ostvaren je bar 1 promasaj”,

- ,ostvarena su bar 2 pogotka’,

- ,ostvaren je najvise 1 pogodak”.

MmO QW
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Resenje:

A =51583,

B = 5,553,

C = B = {815253, 515253, 515253, 515253, 915253, 515253, 515253},
D = A ={8,5,53,515253, 5915253, 515253,515253, 915253, 515253},
E = {51553, 515283, 515253, 515253},

F =FE ={5,5553,515253,515253,515253},

[26] Iz skupa X = {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12} se na slucajan nacin bira jedan broj,
i neka je Q = X skup elementarnih dogadaja tako da je i € Q dogadaj ,,iz skupa X je
izabran broj i”. Za dogadage

A - Lizabrani broj je mangi od 77,

B - izabrani broj je veci ili jednak sa 67,
C - izabrani broj je paran’,

D - izabrani broj je neparan’,

navesti od kojih se elementarnih _dogadaja sastoje, i recima opisati dogadaje AB,
A(BUD), 4B, AC, AUD, AUBUC, ABC i ABCD.

Resenje: Iz A = {2,3,4,5,6}, B = {6,7,8,9,10,11,12}, C = {2,4,6,8,10,12},
D ={3,5,7,9,11} sledi

AB = {6} je dogadaj ,,izabrani broj je 6” (ili jednostavno ,izabrani broj je mangi od 7
1 vedi ili jednak sa 67),

ABUD) = AN{3,5,6,7,8,9,10,11,12} = {3,5,6} je dogadaj ,,izabran je jedan od
brojeva 3, 5,67,

AB = {7,8,9,10,11,12} N B = {7,8,9,10, 11,12} je dogadaj ,,izabrani broj je veci od
6’7,

AC =1{7,8,9,10,11,12}NC = {8, 10, 12} je dogadaj ,,izabran je paran broj koji je veci
od 6",

AUD = {2,3,4,5,6,7,9,11} = {8,10,12} = AC je dogadaj ,izabran je paran broj
koji je vecéi od 67,

AUBUC = Q = () je nemogu¢ dogadaj (izabrani broj nije manji od 7, i nije manji ili
jednak sa 6, i nije paran, §to je nemoguce),

ABC = {6} je dogadaj ,,izabrani broj je 67,

ABCD = {6} N D = 0 je nemogu¢ dogadaj (izabrani broj je manji od 7, i vedi je ili
jednak sa 6, i pri tome je i paran i neparan, $to je nemoguce).

[27] Baca se kockica za igru i posmatraju se dogadaji

A - . na kockici je pao broj mangi od 47,
B - na kockici je pao paran broj”,
C - ,na kockici je pao broj koji nije manji od 5”.

Navesti od kojih se elementarnih dogadaja sastoje i recima opisati dogadaje AU B,
BUC,BNnC, AnC, AUBUC, C,BiAU(BnC(C).
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Resenje:  Ozna¢imo elementarne dogadaje, kao u zadatku [26], brojevima koji pred-
stavljaju broj koji je pao na kockici. Dakle, skup svih elementarnih dogadaja je
Q=1{1,2,3,4,5,6},adogadaji A, BiC suzapravoskupovi A = {1,2,3}, B={2,4,6}
i C ={5,6}. Sledi

AUB ={1,2,3,4,6} je dogadaj ,,pao je broj razlicit od 5,

BUC ={2,4,5,6} je dogadaj ,,pao je broj razlicit od 1 i 3,

BnNC = {6} je dogadaj ,,pao je broj 6",

ANC =0 je nemogué dogadaj (pao je broj koji je manji od 4 i veéi je ili jednak sa 5,
Sto je nemoguce),

AUBUC ={1,2,3,4,5,6} = Q je siguran dogadaj,

C =1{1,2,3,4} je dogadaj ,,pao je broj manji od 5",

B = {1,3,5} je dogadaj ,,pao je neparan broy’,
AU(BNC)=AU({2,4,6}N{1,2,3,4}) = {1,2,3} U {2,4} = {1,2,3,4}.

[28] Na nekoj raskrsnici se posmatra kretanje automobila a1, az i az koji mogu da
skreéu ili levo ili desno, i sa A;, i € {1,2,3} je oznaden dogadaj ,,automobil a; na
raskrsnici skrece desno”. Preko A; izraziti dogadaje

X - ,sva tri automobila skreéu na istu stranu’,

Y - vide automobila je skrenulo u levu stranu”,

Z - ,mi jedan automobil nije skrenuo na levu stranu”,

W - [ prvi i treéi automobil su skrenuli na istu stranu”.
Resenje:

X = {A1A2 A5, A1 As A3},

Y = {A1A2A3, A1 Ay A3, A1 As Az, A1 A As},
Z = A1AxAs3,

W = {A1A2 A3, A1 Ay Az, A1 A Ag, A1 A5 A3}

[29] Cetiri studenta polazu ispit, i S;, i € {1,2,3,4} oznacava dogadaj ,i-ti student je
polozio ispit”, i € {1,2,3,4}. Napisati skup elementarnih dogadaja 2 i preko dogadaja
S; izraziti dogadaje

- ,nijedan student nije poloZio ispit”,

- ,poloZio je samo prvi student”,

-, polozio je samo jedan student”,

-, poloZio je bar jedan student”,

-, poloZila su tacno dva studenta”,

- ,poloZila su najvise dva studenta’,

- ,poloZila su najmange tri studenta”,

-, poloZila su najvise tri studenta”.

TN AQm e

Resenje: Siguran dogadaj

Q = {51525384, 515259354, 51525354, 51525554,
51555354, 51525354, 51525354, 51525354,
51525384, 51525354, 51525354, 51525354,
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51525384, 51525354, 51525354, 51525354}
se sastoji od V2 = 16 elementarnih dogadaja.
A=5,58,535,,
B = 51555354,
C = {515253554, 515253554, 51525354, 51525554},
D=0\ 51525354,
E = {515253854, 515259554, 51525354, 51525354, 51525354, 51525354},
F=AUCUE,
G = {51525354, S1525354, 51525354, 515259554, 51525354},
H = O\ {S1955554}.

[30] Brod ima jedno kormilo, tri kotla i dve turbine. Neka A dogadaj ,kormilo je
ispravno”, neka su By, i € {1,2,3} dogadaji ,ji-ti kotao je ispravan’, i neka su C;,
i € {1,2} dogadaji i-ta turbina je ispravna”. Brod moZe da se krece ako je ispravno
kormilo, bar jedan kotao i bar jedna turbina. Preko navedenih dogadaja, izraziti doga-
daj X : ,brod moZe da se krece”.

Resenje: Oznacimo sa B dogadaj ,,bar jedan kotao je ispravan’, a sa C' dogadaj ,,bar
jedna turbina je ispravna’. Tada je

X = ABC
gdejeB:§1§2§3231U32U33iC:6162:C1UCQ.

1.4 Verovatnoc¢a dogadaja

Neka je (2, F) prostor dogadaja. Verovatnoéa na (2, F) je funkcija P : F — [0, 1]
za koju vazi

(1) P() =1,

(2) ako za niz dogadaja A; € F, i € N vazi da je A; N Aj = () za sve i # j, tada je

F(EAOZEH&)

Ako za dogadaj B vazi P(B) > 0, tada se uslovna verovatnoéa P(A|B) (dogadaja
A pod uslovom da se ostvario dogadaj B) definie sa

HMB%:%&?.
Pri refavanju zadataka ¢emo koristiti slede¢e vazne osobine verovatnode
. P) =0 (1.1)
° P(A)=1-P(A) (1.2)
P(A|B) =1-P (A|B) (1.3)
. BCA = P(B)<P(A) (1.4)
. BCA = P(A\B)=P(A)—P(B) (1.5)
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Za svaki konacan skup dogadaja S1,Ss,..., S, vazi
P(S1US2U...US,) =
=D "P(Si) =Y _P(SiS;) + > P(SiSiSk) + ...+ (=1)"P(S152...5,) (1.6)
i i<j i<j<k
Na primer, zan=21in =3 je
P(Sl U SQ) = P(Sl) + P(SQ) — P(Sng) (17)
P(Sl U Sy U Sg) =
= P(Sl) + P(SQ) + P(Sg) — P(S152) — P(S1Sg) — P(SQS?,) + P(S15253) (1.8)

a kao jednu od posledica dobijamo i

P(S152) = P(S1) + P(S2) — P(S1 U S2) (1.9)

Za svaki konacan skup dogadaja S1,S52,...,5, vazi
P(S1USU...US,) =
= P(S1) + P(S251) + P(5359251) + ... + P(S8,5,-15,2...51) (1.10)
Ako je S; € S5, C S3 C ..., tada vazi

P(L_Jl Si) = lim P(S) (1.11)
Ako je S1 D S2 D53 D ..., tada vazi

P(Q Si) = lim P(S) (1.12)

Za svaki konac¢an skup disjunktnih dogadaja S1,Ss, ..., S, vazi

P(S1+S2+...4+Sn) =D P(Si) (1.13)
i=1
Za dogadaje S, S, ..., S, koji su nezavisni (u ukupnosti) vazi
P(S1S2...5,) = P(S1)P(S2)...P(Sy,) (1.14)

Za dogadaje Sy, S9,...,S, vazi
P(S1S2...5,) = P(S1) P(S2|S1) P(S5]5152) ... P(Sp|S152...5,—1) (1.15)

ukoliko navedene uslovne verovatnocée postoje.

Dogadaji Hy, Hs, ..., H, ¢ine potpun sistem dogadaja ako vazi:

Vi, j, i #j H;NH; =0, H; =Q, Vi P(H;) > 0.
=1

(2

Za potpun sistem dogadaja Hy, Ho, ..., H, vazi

f: P(H;) = 1.
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e Za dogadaj S i potpun sistem dogadaja Hy, Hs,..., H, vazi formula totalne

verovatnoce
P(S) = z": P(H;)P(S|H;) (1.16)
ukoliko navedene uslovne verovaf;li)ée postoje.
e Za dogadaj S i potpun sistem dogadaja Hy, Hs, ..., H, vazi Bajesova formula
P(H,|S) = P(HkI)D(Pé;q|Hk) _ _P(Hk) P(S|HE) (1.17)

n
‘21 P(H;) P(S|H;)
1=
za svako k € {1,2,...,n}, ukoliko navedene uslovne verovatnoce postoje.

Pod odredenim uslovima se verovatnoc¢a dogadaja moze izracunavati primenom tzv.
Laplasove ili geometrijske definicije verovatnoce.

e Laplasova definicija verovatnocée: ako je zadovoljeno

1°) skup svih moguéih elementarnih ishoda je konacan - na primer, neka je

Q= {w,wa,...,wn},
2°) elementi se biraju na slu¢ajan nacin, tj. svi elementarni ishodi w; su jedna-

koverovatni (P ({w1}) =P ({w2}) = =P ({wn}) = %),
tada je verovatnoca nekog dogadaja A = {w;,,wiy, ..., w;, } C

Al _ K
P(A) = 2 -2 1.1
=g =% (118)

(koli¢nik broja ,,povoljnih elementarnih ishoda” i ,ukupnog broja elementarnih
ishoda”).

e Geometrijska definicija verovatnoce: ako je zadovoljeno

1°) skup ©Q svih mogucih elementarnih ishoda, kao i dogadaj A ¢ija se vero-
vatnoca izrac¢unava se mogu predstaviti kao merljive geometrijske oblasti -
na primer kao duZi ¢ije duzine mozemo odrediti, ili kao oblasti u ravni ¢ije
povrine umemo odrediti (trouglovi, krugovi, njihovi delovi i sl.), ili kao
trodimenzionalni objekti kojima umemo izra¢unati zapreminu (piramide,
kocke, njihovi delovi i sl.),

2°) elementi skupa 2 se biraju na slu¢ajan nacin, tj. ravnopravan je izbor svake
tacke,

tada je verovatnoca nekog dogadaja A

m(A)
P(A) = ——= 1.19
W=" (1.19)
gde je sa m(A) oznacena mera (duZina, povrSina ili zapremina) oblasti koja
odgovara dogadaju A, a sa m(£2) je oznacena mera oblasti koja odgovara skupu
Q svih elementarnih ishoda (verovatnoca se dobija kao koli¢nik mere ,,povoljnih

elementarnih ishoda” i mere ,,svih moguéih elementarnih ishoda”).
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[31] Bacaju se dve kockice za igru. Izracunati verovatnoce dogadaja

Q -, kvadratni koren zbira palih brojeva bice ceo broj”,
So -, zbir palih brojeva bice deljiv sa 27,
Ss -, zbir palih brojeva bice deljiv sa 37,
Sy - ,zbir palih brojeva bice deljiv sa 47,

kao i dogadaja QU Sy, S2S3, Sy U S3, S354, SoUS3U Sy i SyUS3.

Resenje: Zadatak moZemo resiti primenom Laplasove definicije, tj. primenom (1.18),
ukoliko budu zadovoljeni uslovi za njenu primenu. Skup svih elementarnih ishoda je
O ={(i,5) 4,7 € {1,2,3,4,5,6}} gde je (i,7) dogadaj ,,na prvoj kockici ée pasti broj
i, a na drugoj kockici ée pasti broj j” (da bi elementarni ishodi bili jednakoverovatni,
moramo razlikovati kockice kao prvu i drugu jer bi inace elementarni dogadaji (¢, j)
za i # j bili dvostruko verovatniji od dogadaja (¢,17); npr. ako je jedna kockica plava a
jedna crvena tada brojeve 1 i 2 mozemo dobiti tako §to na plavoj padne 1 a na crvenoj
2 ili tako 8to na plavoj padne 2 a na crvenoj 1, dok dve jedinice mozemo dobiti samo
na jedan nacin, kada na obe kockice padne broj 1). Pri tome je |Q2| = 36.

Direktnim proveravanjem dobijamo

Q= {(17 3)5 (37 1)) (27 2)5 (37 6)5 (67 3)a (47 5)a (574)}5

Sz ={(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5), (5, 1), (5,3), (5,5),
(2,2),(2,4),(2,6),(4,2), (4,4), (4,6), (6,2), (6,4), (6,6)}

(zbir dva broja je paran ako su oba broja parna ili oba neparna),

Sz ={(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(3,3),(3,6),(4,2),(4,5), (5,1), (5,4), (6,3), (6,6)},

51 ={(1,3),(2,2),(2,6),(3,1),(3,5), (4,4), (5,3), (6,2), (6,6)},

te primenom (1.18) sledi (zadovoljeni su uslovi za primenu Laplasove definicije - sku-

povi su konaéni, a elementarni ishodi su jednakoverovatni)

PQ) =155 P(S2)=222=4 PS3)=%=3 Pl)=35%=1
Koristeéi dobijene rezultate kao i osobine verovatnoée dalje dobijamo

e QUSy=2S5:1+{(3,6),(6,3),(4,5),(5,4)} = PQUSy =2%t=1
hd ‘8233 = {(175)’ (274)a (373)a (472)a (57 1); (676)} = P(SQSB’) - % - %7
o P(S2U55) ) P(Sy) + P(S5) — P(S285) = 4+ 4 — L = 2,
o S3S4 = {(6,6)} = P(5354) = %,
e s obzirom da je Sy C S5 tj. Sy C S5 U S5, dobijamo
P(SQ U SsuU 54) = P(SQ U 53) = %,
oo (L2) _ 2 _ 1

[32] Swvako od slova A, I, K, M, N, 0 je zapisano na po jedan listi¢ papira, i listic¢i se
nasumice redaju u niz. Izracunati verovatnoéu da ce se na ovaj nacin formirati re¢
KAMION.
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Resenje: Posto su sva slova razli¢ita, broj mogucih razli¢itih rasporeda listi¢a (elemen-
tarnih ishoda) je Pg = 6! = 720. O¢igledno postoji samo jedan ,povoljan raspored”, a
zbog nasumicnog redanja listi¢a su svi elementarni ishodi jednakoverovatni, te je na
osnovu (1.18) verovatnoca formiranja re¢i KAMION

1~
p = =5 ~0.0014.

[33] Racunar je sa spiska reéi formiranih pomocu slova a, a, a, e, i, k, m, m, t, t
odabrao jednu. Izracunati verovatnocu da je odabrana re¢ matematika.

Resenje: Koristedi isti princip kao u zadataku [32], dobija se verovatnoca

_ 1 1 _ 32024 1
P= o, = JIC° = T10 T 3628800 151200

(ovaj put pri prebrojavanju moguéih elementarnih ishoda koristimo permutacije s po-
navljanjem jer se medu slovima od kojih se sastavlja re¢ nalaze 3 primerka slova a, 2
primerka slova m i 2 primerka slova t).

[34] Na osam listica papira se napisani brojevi 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 13, i na slucajan
nacin se odabiraju dva listica. Izracunati verovatnoéu da ée zbir brojeva sa odabranih
listica biti veéi od 15.
Resenje:  Svaki od jednakoverovatnih elementarnih ishoda (izbor je slu¢ajan) pred-
stavlja izbor 2 od 8 ispisanih brojeva pri ¢emu redosled 2 odabrana broja nije bitan,
te sledi da je ukupan broj moguéih elementarnih ishoda C§ = (g) = 28. Dakle,
Q={{i,j} 1,7 €{2,4,6,7,8,11,12,13} A i < j},1|Q| = 28. Dogadaj ,,zbir brojeva
sa odabranih listica cée biti veéi od 15” je skup elementarnih ishoda
A={{4,12},{4,13},{6,11},{6,12}, {6, 13}, {7, 11}, {7, 12},

{7,13},{8,11},{8,12}, {8,13}, {11, 12}, {11, 13}, {12, 13}},
te se koristeci (1.18) dobija

A
PUA) = =8=1

[35] Kockica za igru se baca 3 puta. Izracunati verovatnoce sledeéih dogadaja:

A - jedinica ée pasti na bar jednoj kockici”,
B - u sva tri bacanja ée pasti razliciti brojevi”,
C - ,na bar dve kockice ée pasti parni brojevi”.

Resenje: Skup elementarnih dogadaja je Q = {(4,4,k) | 4,7,k € {1,2,3,4,5,6}} gde je
(1,4, k) dogadaj ,,pri prvom bacanju ée pasti broj i, pri drugom j, a pri treéem k7, te
je || = V5 = 6% = 216. Verovatnocée dogadaja A, B, C izra¢unavamo koristeé¢i (1.18)
(vidi zadatak [31]), pri ¢emu ¢emo broj ,povoljnih” elementarnih ishoda izra¢unavati
kombinatornim putem. Pri tome dogadaj C' razlazemo na disjunktne dogadaje Cy -
wparni brojevi ¢e pasti na tacno dve kockice’ (na prvoj i drugoj, na prvoj i trecoj, ili
na drugoj i trecoj) i Cs - ,,parni brojevi ée pasti na sve tri kockice”. Tako dobijamo

_ o5 _
P(A)(lg)l —P(4)=1- ;/T% =1- % = % ~ 0.4213 (A je dogadaj ,,sva tri puta ée

pasti broj razli¢it od 1, tj. broj iz skupa {2,3,4,5,6}"),

P(B) = o = 634 — 120~ 0.5556,
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373 773 73
P(C) = P(Cy + C3) = P(C2) + P(C3) = 3Vape2 + ot = SL 4+ 20 = 108 — 0.5 (O je
dogadaj ,na jednoj od tri kockice ée pasti broj iz skupa {1,3,5} a na dve broj iz skupa
{2,4,6}”, a C5 je dogadaj ,,sva tri puta ce pasti broj iz skupa {2,4,6}”).

[36] Bacaju se dve kockice za igru, a iz kutije koja sadrzi 3 bele i 4 crne kuglice izvlace
se odjednom dve kuglice. Koji je od dogadaja

A -, na kockicama cée pasti jednaki brojevi, ili brojevi ¢iji je zbir 57,
B - iz kutige ée se izvuéi dve crne kuglice, ili kuglice razlicitih boja”
verovatniji?

Resenje: Skup elementarnih ishoda pri bacanju kockica je
Q =A{@0,7) 4,5 €{1,2,3,4,5,6}},
pri ¢emu su svi elementarni ishodi (i, 7) € € jednakoverovatni i njihov ukupan broj je
Q] = Vg = 62 = 36. Posto je
A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6), (1,4), (4,1),(2,3),(3,2)},

sledi P(A) = 24l = 10 ~ 0.2778.

S druge strane, skup elementarnih ishoda pri izvlac¢enju kuglica je

Qo ={{i,j}|i,j € K Ni#j}
gde je K skup kuglica koje se nalaze u kutiji, te je |Qp| = C3™ = (;) = 27—5'), =21
pri ¢emu su svi elementarni ishodi jednakoverovatni. Dogadaj B mozemo predstaviti
kao B = By + Bs gde je By dogadaj ,,iz kutije ée se izvuci dve crne kuglice” a Bs je
dogadayj ,,iz kutije ée se izvuéi kuglice razlicitih boja’, te je

|B| = |By| + |Ba| = CF - C§+CF-Cl = (5) - (5)+ () (1) =1-6+3-4=18

(brojevi |Bi| i |Bz| su izrac¢unati pomocu pravila proizvoda - biramo 0 tj. 1 element
iz skupa belih, i 2 tj. 1 element iz skupa crnih kuglica). Primenom (1.18) sledi da je
P(B) = 3 ~ 0.8571.
Dakle, P(B) = 0.8571 > P(A) ~ 0.2778, tj. dogadaj B je verovatniji.

[37] Neka osoba je zaboravila poslednje dve cifre nekog telefonskog broja, ali se pou-
zdano seca da su te dve cifre razlicite. Izracunati verovatnoéu da ce iz prvog pokusaja
pogoditi te dve cifre.

Resenje: PoSto nema dodatnih informacija, podrazumeva se da se poslednje dve ci-
fre pogadaju nasumice, §to znaci da su moguci elementarni ishodi jednakoverovatni.
Elementarni ishodi su uredeni parovi cifara (kod telefonskog broja je bitan redosled
cifara) i postoji samo jedan ,povoljan” elementarni ishod za dogadaj A - ,,0s0ba ée iz
prvog pokusaja pogoditi poslednje dve cifre’; te koridéenjem (1.18) (vidi zadatak [31])
dobijamo P(A) = V%O = % ~ 0.0111 (broj ,mogucih” ishoda je broj varijacija bez
ponavljanja Vi° jer je bitan poredak cifara, cifre treba da su razlicite i biraju se 2 cifre
iz skupa od 10 cifara).

[38] Iz $pila od 52 karte se nasumice izvlace 3 karte. Izracunati verovatnoce sledeéih
dogadaja:
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- izvuci ée se trojka, sedmica i kec”,

- izvuci ée se tacno jedan kec”,

Lizvuci ée se bar jedan kec”,

- Lizvuéi ée se najvisSe dva keca”,

- ,medu izvucenim kartama bice tacno jedan kec i tacno dve tref karte”,

HOQW™

Resenje: Iz opisa dogadaja vidimo da nije bitan redosled izvucenih karata, te je skup
elementarnih ishoda Q = {{i,j,k}|i,5,k € K Ni#j ANi#k A j#k} gde je K skup
karata, tako da je |Q = (32 = 22, = 508152 — 92100. Takode je o¢igledno da su
elementarni ishodi jednakoverovatni, te verovatnoé¢e navedenih dogadaja izra¢unavamo

koris¢enjem (1.18) (vidi zadatak [31]).

e Elementarni ishodi od kojih se sastoji dogadaj A se realizuju kada biramo po
jednu kartu iz skupa od 4 trojke, 4 sedmice i 4 keca, te primenom pravila proi-
zvoda dobijamo

cictct () () () _ aaa
P(A) = 22100 - 22100 - = 25100 ~ 0-0029.

e Elementarni ishodi od kojih se sastoji dogadaj B se realizuju kada biramo jednu
kartu iz skupa od 4 keca i dve karte iz skupa od ostalih 52 — 4 = 48 karata, te
primenom pravila proizvoda dobijamo

4 48

_otes (5 (%) _ a11vs
P(B) = Za100- = 32100~ = 221100 ~ 0.2042.

e Prvi nadin: predstavimo C kao uniju disjunktnih dogadaja C' = C1+Cs+C5 gde
je Cy, i € {1,2,3} dogadaj , bice izvuceno tacno i keceva’. Koristeéi isti princip
prebrojavanja kao kod dogadaja A i B dobijamo

|C1| =Ct-C3¥ = (1) (%) = 4512,

Co] =C3-Ci8 = (5) - (%) = 288,

Cal = C3-CF° = (5) - (T) =4

te je |C| = |Cy] + |Ca| + |C3| = 4804, pa sledi

P(C) = 505 ~ 0.2174.

Drugi naé¢in: P(C) = 1—P(C), gde je |C| broj na¢ina da se iz skupa od 48 karata
medu kojima nema ni jednog keca izaberu 3 karte. Dakle, |C| = C3® = 17296,
te je

P(C) =1— 1238 ~0.2174.

e P(D)=1-P(D), gde je D dogadaj ,,bice izvucena tri keca’, tj. |D| broj nac¢ina
da se iz skupa od 4 keca izaberu 3 karte. Dakle, |D| = C3 = 4, te je

P(D) =1 — 555 ~ 0.9998.

e Podelimo skup karata na sledeca 4 disjunktna skupa:
S1 - skup koji ¢ini samo kec-tref,
S - skup koji ¢ine tri preostala keca (pik, karo i tref),
Ss - skup koji ¢ine sve tref karte bez keca-tref (ima ih 22 — 1 = 12),
Sy - skup koji ¢ini sve preostale karte (ima ih 52 — 1 — 3 — 12 = 36).
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Dogadaj E se moze predstaviti kao £ = Fq + E5 gde je E7 dogadaj ,,bice izvuceni

kec tref, jedna karta iz skupa Ss, i jedna karta iz Sy a Es je dogadaj ,,bice izvuceni

jedan kec iz skupa So, i dve karte iz skupa Ss”. Na osnovu pravila proizvoda je

|Er| = [S1] - [Ss]- [Sal = (})- (7)) (%) =1-12-36 = 432,

|| = |Sa] - CE*l = (3) - (2) = 3- 66 = 198.

Skupovi F; i Fs su disjunktni, te je

E E

P(E): | 1|+| 2| _ 630

22100 22100

~ 0.0285.

[39] U posudi se nalazi 9 belih, 8 crventh i 7 Zutih kuglica. Izvlaci se 8 kuglica
odjednom. Izracunati verovatnoéu da ce biti izvucene 2 bele, 4 crvene i 2 Zute kuglice.

Resenje:  Kuglice se izvlace odjednom, Sto znaci da redosled izvucenih kuglica nije
bitan. Stoga je skup moguéih elementarnih ishoda skup 8-elementnih podskupova
skupa kuglica u posudi, tj.
Q={A|ACQ A |A]| =8}

pri ¢emu je |Q] = Cg+8+7 = C32* = 735471 (dakle, koristimo takav na¢in prebrojavanja
moguéih i povoljnih elementarnih ishoda pri kojem razlikujemo izmedu sebe i kuglice
istih boja). ,Povoljni” izbori su oni kod kojih biramo 2 iz skupa od 9 belih kuglica,
4 iz skupa od 8 crvenih kuglica, i 2 iz skupa od 7 zutih kuglica, te se koriste¢i pra-
vilo proizvoda dobija da takvih izbora (,povoljnih” elementarnih ishoda) ukupno ima
C9-C5-Co=(2)-(3)-(7) =36-70-21 = 52920, te se na osnovu (1.18) (s obzirom

na formirani model i slucajan izbor kuglica, elementarni ishodi su jednakoverovatni)

sledi da trazena verovatnoc¢a iznosi p = 75325942701 ~ 0.0720.

[40] Bacaju se bela i plava kockica za igru. Izracunati verovatnoce sledeéih dogadaja:
- ,,2bir palih brojeva biée mangi od 97,

- ,na obe kockice ée pasti isti broj”,

- ,mna beloj kockici ée pasti broj veéi nego na plavoj”,

»na plavoj kockici ée pasti broj za dva veéi od broja na beloj kockici”,

- ,,na obe kockice ¢e pasti parni brojevi ciji je zbir bar 87,

- bar na jednoj kockici ée pasti broj 6”.

SO Qm e

Resenje: S obzirom da se podrazumeva da su kockice pravilnog oblika, elementarni
dogadaji su jednakoverovatni, i skup elementarnih dogadaja je

Q={(,7)|i,7€{1,2,3,4,5,6}},
gde je (i,7) dogadaj ,,na beloj kockici ¢e pasti broj i, a na plavoj kockici ée pasti broj
47, pri Gemu je njihov broj || = VS = 62 = 36. Za svaki od navedenih dogadaja X
¢emo odrediti broj elementarnih dogadaja od kojih se X sastoji, te se na osnovu (1.18)

. X X
dobija P (X) = H = %
o A= (0~ [A]=

= 36— {(3,6),(4,5),(4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,3),(6,4), (6,5), (6,6) }| =
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=36 —-10=26

=

=

=

=

|E| =
=

=

|B| =

Cl =

|Df =

|F| =
=11

P(A) =2 = 12 ~0.7222,

{G.i)|ie{1,2,3,4,5,6}} =6
P(B) = & = § ~ 0.1667,

{(i,4) |3, € {1,2,3,4,5,6} A i >j} =5+4+3+2+1=15
P(C) =1 =35 ~ 04167,

{(1,3),(2,4),(3,5), (4,6)} = 4

P(D) = 3 = ¢ ~0.1111,

{(2,6), ( 4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6)}| = 6

P(E) = 5 = § ~ 0.1667,

|{(]"6)7 (2 6) (3 6) ( 6)7 (5’6)7 (6’6)7 (6’5)7 (6’4)7 (6’3)7 (6’2)7 (6’1)}|:

Q

P(F) = 1 ~0.3056.

[41] Projektna firma je ucestvovala na tri konkursa, na svakom sa po jednim projek-
tom. Neka su A;, i € {1,2,3} dogadaji ,bice prihvaéen projekal na i-tom konkursu”,
i poznato je da je P(A;) = 0.22, P(A3) = 0.25, P(A3) = 0.28, P(4;43) = 0.11,

P(A1A43) = 0.05, P(A243) = 0.07 i P(A142A3) = 0.01. Opisati re¢ima i izracunati

verovatnoce sledecih dogadaja Ay U Ay, A1Ay, Ay U Ay U Az, AjAsAs i Aj Ay U As.

Resenje:

A, Q
As

Az

e AjUA, je dogadaj ,,bice prihvaéen projekat bar na jednom od prva dva konkursa’,
i vazi

P(A1 U A2) =" P(A}) + P(As) — P(A; As) = 0.22 +0.25 — 0.11 = 0.36.

o A, A, je dogadaj ,,nece biti prihvacen projekat ni na jednom od prva dva konkur-

Saﬂ’

1 vazi
(1.2)

P(A1A2) =P(A; UAp) =1 —-P(A; UAs) =1-0.36 = 0.64.

e Ay U As U Aj je dogadaj ,,bice prihvacen bar jedan projekat’; i vazi

(A1UA2UA)

(1.8)

=P(A1) +P(A2) + P(A3) — P(A142) — P(A1A43) — P(A3A3) + P(A1A2A3) =
=0.75-0.23 +0.01 = 0.53.
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o A, Ay A5 je dogadaj ,,nece biti prihvacen projekat ni na jednom konkursu’, i vazi
P(A, A A3) = P(A; UAs UAz) 1 — P(A4, U A U Ay) =1 — 0.53 = 0.47.
o A A5 U A3 je dogadaj ,,projekat nece biti prihvacen na Ay i As ili na Az’

P(A, A UA) = P(A, Ay) + P(A3) — P(A; AsA) =064 4 (1 — P(A3)) — 0.47 =

=0.64+4+0.72-0.47 = 0.89.

[42] Na putu do posla inZengjer prolazi pored dva semafora. Verovatnoca da ée se morati
zaustaviti kod prvog iznosi 0.4, a kod drugog 0.5. Takode je poznato da verovatnoéa da
ée morati da se zaustavi bar kod jednog semafora iznosi 0.6. Izracunati verovatnoce
dogadaja

A - inZenjer ée morati da se zaustavi kod oba semafora’,
B - inZenjer ée morati da se zaustavi samo kod prvog semafora’”,
C - inZenjer ée morati da se zaustavi kod tacno jednog semafora”.

Resenje:  Oznac¢imo sa S;, i = {1,2} dogadaj "inZenjer ée moratli da se zaustavi kod
i-tog semafora’. Na osnovu datih podataka P(S1) = 0.4, P(S2) = 0.51 P(S1US2) = 0.6

izra¢unavamo

o P(A) = P(S152) "= P(S1) + P(S2) — P(S1 U S2) = 0.4+ 0.5 — 0.6 = 0.3,

o P(B) = P(5185) = P(S1 \ 5152) "= P(S1) — P(8182) = 0.4 — 0.3 = 0.1,

o P(C) = P($152 + 5152) "2V P(815,) + P(S182) = 0.1+ P(S \ $155) =

= 0.1+ (P(S2) — P(5152)) = 0.1+ (0.5-0.3) = 0.3.

Komentar: verovatnoéu moZemo cesto interpretirati grafic- S, Sy
ki; verovatnoéu nekog dogadaja X C Q moZemo predstaviti
kao meru oblasti (npr. ,povrsine”) 1, izraZeno u procentima
p odnosno odgovarajucem broju 155 € [0, 1]; u ovom zadatku
(vidi sliku) bi to znacilo: P(S1S2) = =, P(5152) = v,
P(gl SQ) =z,

P(S1)=24+y=04, P(S2)=2+4+2=05, P(S1US)=z+y+2z=0.06,

te reSavanjem sistema jednacina

T 4+ y = 04 r + y = 04
x + 2z = 0.5 & -y + z = 01
zr + y + z = 06 z = 02

dobijamo z = 0.2, y = 0.1, x = 0.3, odnosno

P(A) =P(5152) =2 =0.3,

P(B) = P(5152) =y = 0.1,

P(C) = P(5182 + S152) = P(5152) + P(S152) = 2 +y = 0.3.
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[43] Na skolskom takmicenju iz plivanja ucestvuje 45 dece. 15 dece pliva kraul i delfin,
30 pliva kraul i 20 pliva delfin. Izracunati verovatnoée dogadaja:

Ay -, slucajno odabrano dete pliva samo kraul”,
Ay - Lslucagno odabrano dete pliva tacno jednu od navedenih disciplina”,
As - ,slucagno odabrano dete pliva delfin ili kraul”,
Ay - slucajno odabrano dete ne pliva ni delfin ni kraul”.
Resenje: O
Oznacimo sa K dogadaj dogadaj ,,slucajno odabrano dete| g D

pliva kraul’ i sa D dogadaj dogadaj ,,slucajno odabrano
dete pliva delfin”.

Neka je sa x oznacen broj dece koji plivaju kraul i delfin,
sa y broj dece koji plivaju samo kraul, sa z broj dece koji
plivaju samo delfin i sa u broj dece koji ne plivaju nijednu
od ove dve discipline.

Ukupan broj dece koji uCestvuju na takmicenju je n = 45. Na osnovu uslova zadatka
slediz=15,y=30—2x=15,2=20—z=5iu=45—z—y — 2z = 10.

TraZene varovatnoce su

P(A) = 2 = 1B = 1 Py = #E = 2 = 4
P(ds) = A — 3 _ T p4) = ¥ = B - 2

[44] Ispit iz ,Statistickih metoda” sastoji se iz dva kolokvijuma. Verovatnoéa da Pera
polozi bar jedan kolokvijum je 0.5, da poloZi oba kolokvijuma je 0.1 i verovatnoca da
polozi prui kolokvijum je 0.25. Izracunati verovatnoée dogadaja:
A -, Pera ée poloZiti drugi kolokvijum”,
B -, Pera ée poloZiti samo drugi kolokvijum?,
C -, Pera ée poloZiti tacno jedan kolokvijum”,
D - Pera nece poloZiti nijedan kolokvijum”.
Resenje:

Oznac¢imo sa K; dogadaj dogadaj ,,Pera je poloZio i-ti ko- K, Ko
lokvijum”; i = 1, 2.

Neka je sa x oznacena verovatnoca daje Pera polozio oba
kolokvijuma, sa y verovatnoc¢a da je Pera polozio samo
prvi kolokvijum, sa z verovatnoéa da je Pera polozio samo
drugi kolokvijum i sa u verovatnoca da Pera nije polozio
nijedan kolokvijum.

Na osnovu uslova zadatka sledi P(K; UK3) =z +y+ 2 = 0.5, P(K1Ks) =2 =0.1
iP(Ky) =24y =025 Nekajeu=1—-P(K,UK;y)=1—12—y— 2 ReSavanjem
sistema jedna¢ina x +y+2=05Ax=01Ax+y=025Au=1—x—y— z, dobija
sex=01Ay=0.15A2z=0.25ANu=0.5, tako da su trazene verovatnoce

P(A)=2+2=035 P(B)=2=025 P(C)=y+z=04, P(D)=u=0.5.

[45] Na krosu ucestvuje 38 dece koji trée tri trke, Ty, To @ T5. Sve tri trke tréi 5 dece.
Trke Ty i Ty tréi 7 dece, Ty @ Ts tréi 8 dece, dok Ty i Ts tréi 12 dece. Trku Ty tréi 15
dece, trku Ty trci 20 dece @ trku Ts trci 25 dece. Izracunati verovatnoée dogadaja:
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A - slucajno odabrano dete tréi tacno jednu trku”,
B - slucajno odabrano dete tréi tacno dve trke”,
C - slucajno odabrano dete tréi bar jednu trku”,
D - slucajno odabrano dete ne trci nijednu trku”.
Resenje: T T,

Neka je p broj dece koja trée sve tri trke, ¢ broj A
dece koja trée samo T7 i Tb, r broj dece koja v
trée samo T3 i T3, s broj dece koja trée samo

T5 i Ts, t broj dece koja trée samo T7, u broj

dece koja trée samo T, v broj dece koja trce Ty v
samo T3 i w broj dece koja ne trée ni jednu
trku.

Na osnovu uslova zadatka sledi p=5,¢q=7—p=2,r=8—-p=3,s=12—p =17,
t=15—-p—q—1r=5,u=20—-p—q—s=6iv=25—-—p—r—s=10.1z
p+q+r+s+t+u+ov =38 vidimo da svako dete tréi bar jednu trku, tako da je
w = 0. Broj dece koja trée bar jednu trku je 38.

Primenom Laplasove definicije verovatnoce dobijaju se trazene verovatnoce:

P(A) = Bty — 2L ~ 0, 552631579, P(B) = £t= = 12 ~ 0,315789474,
p(c) — ;D+q+r+:;+t+u+v _ % =1, P(D) _ % _ % —0.

[46] Silvia jede karamelu, cokoladu i biskvit. Verovatnoca da ée jednog dana jesti sva
tri slatkisa je 0.05, a verovatnoéa da ce jesti bar jedan slatkis je 0.75. Verovatnoca
da ce jesti karamelu i éokoladu je 0.15, karamelu i biskvit 0.25, a cokoladu i biskvit je
0.2. Verovatnoca da ce jesti karamelu je 0.5, a verovatnoca da ce jesti biskvit je 0.4.
Izracunati verovatnoée dogadaja:

A - | Silvia ée u toku jednog dana jesti samo cokoladu”,
B - Silvia ée u toku jednog dana jesti bar dva slatkisa”,
C - Silvia ée u toku jednog dana nece jesti slatkise”.

Resenje:  Posmatramo dogadaje K-, Silvia u toku jednog dana jede karamelu’, C—
»Silvia u toku jednog dana jede cokoladu” i B—,Silvia u toku jednog dana jede biskvit’.

Na osnovu uslova zadatka je P(KCB) = 0.05, P(K UC U B) = 0.75, P(KC) = 0.15,
P(KB) =0.25,P(CB) =0.2, P(K)=0.51P(B) = 0.4.

IzP(KUCUB) =P(K)+P(C)+P(B)-P(KC)—-P(KB)—-P(CB)+P(KCB) dobija
se P(C) =0.4.
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Dalje sledi
P(A) =2 =0.1,
P(B)=0.1+0.05+0.2+0.15=0.5,
P(C)=y=1-P(KUCUB)=0.25.

[47] Tri strelca nezavisno jedan od drugog gadaju jednu metu. Verovatnoca da prvi
strelac pogodi metu je 0.3, drugi 0.4 i treéi je 0.5. Izracunati verovatnocéu dogadaja
A-,meta je pogodena’.

Resenje: Meta je pogodena ako ju je pogodio bar jedan strelac, tako da je
P(A) = P(Al) + P(AQ) + P(Ag) — P(AlAQ) — P(AlAg) — P(AQAg) + P(AlAQA?,),

gde je sa A; oznacen dogadaj ,,i-ti strelac je pogodio metu’, i = 1,2, 3.

Kako strelci gadaju metu nezavisno jedan od drugog dobija se P(A1As) = P(A;) P(A2) =
0.3:0.4=0.12, P(A;A3) = P(A;)P(As) = 0.3.0.5=0.15, P(AsA43) = P(A3)P(A3) =
0.4-0.5=02, P(A;As43) = P(A;)P(A)P(A3) =0.3-0.4-0.5 = 0.06, tako da je

P(A) =03+ 0.4+0.5—0.12—0.15— 0.2+ 0.06 = 0.79.

Drugi na¢in: Posmatramo dogadaj A-, meta nije pogodena’. Iz A = A} Ay As i
nezavisnosti sledi P(A) = P(A4;) P(A43) P(A3) = (1-0.3)-(1—-0.4)-(1—0.5) = 0.21,

tako da je P(A) =1—P(A) = 0.79.

[48] Koliko iznosi verovatnocéa da iz $pila od 32 karte 3 puta zaredom izvucemo kralja
ako

(a) izvucenu kartu svaki put vraéamo u 3pil,

(b) izvucene karte ne vracamo u $pil?

Resenje:  Oznacimo sa A;, i € {1,2,3} dogadaj ,,pri i-tom izvlacenju ée biti izvucen
kraly’. Dogadaj A: .3 puta zaredom dée biti izvucen kralj” mozemo predstaviti kao
A = A1 Ay Az, te na osnovu (1.15) sledi

P(A) =P (A1A3A3) =P (A1) P (A2|A1) P (A3|A1 A1)

(a) ako izvudene karte svaki put vracamo u $pil, tada svaki put izvlac¢imo iz $pila sa
istim sadrzajem kao i pri prvom izvlacenju, $to znaci da su dogadaji A; nezavisni,
te sledi da je P(A2|A1) = P(AQ) = P(Al) i P(A3|A1A2) = P(Ag) = P(Al),
odnosno

P(4) = (P(41)* = (5)° = (§)* = 513 & 0.0020.



P(A43]41) = % (ako je u prvom izvlagenju izvuéen kralj, tada se drugi put izvlaci
iz Spila od 31 karte u kojem se nalaze 3 kralja),

P (A3]41A2) = & = & (ako su u prva dva izvlacenja izvuceni kraljevi, tada se
treéi put izvladi iz $pila od 30 karata u kojem se nalaze 2 kralja),

_ 1 3 1 1
PA) =353 1= Dm0

[49] U kutiji se nalaze 3 zelene i 4 bele kuglice. Pera izvlaéi 3 puta po jednu kuglicu
iz kutije

(a) bez vracanja izvucene kuglice u kutiju,

(b) sa vracanjem izvucene kuglice u kutiju.

Izracunati verovatnoéu dogadaja A-,Pera ce izvuéi bar jednu kuglicu bele boje”.
Resenje: Prvo ¢emo izrac¢unati verovatnoéu suprotnog dogadaja, tj. dogadaja A-
»Pera nece izvuéi nijednu kuglicu bele boje’, pa pomocu njega verovatnocu trazenog

dogadaja. Oznacimo sa Z; dogadaj ,,u i-tom izvlacenju Pera je izvukao kulicu zelene
boje’, i =1,2,3. Tada je A= 71 Zs Z31 P(A) = P(Z1 Zy Z3).

(a) Pera izvladi kuglicu bez vracanja prethodno izvucene kuglice u kutiju, tako da
izvlac¢enja nisu nezavisna i

P(A) = P(Z1227s) = P(Z1) P (Za|21) P (Zs] Z120) = - 2. L =

76 5 357
odakle slediP(A):l—P(Z):%.

(b) Peraizvlaci kuglicu tako §to svaki put vrati predhodno izvucenu kuglicu u kutiju,
te su izvlacenja medusobno nezavisna tako da je P (Z3|Z1) = P (Z3) = P(Z1),
P (Zg|Z1Z2) =P (Z3) =P (Zl), tako da je

PA)=P(Z)’ = (%)3,

odakle je P(A) = 1 —P (4) = 1 — (2)® ~ 0.921282799.

[50] U éiniji se nalaze 4 jabuke sorte ajdared i 5 jabuka sorte zlatni delises. Lela
svakt dan na slucajan nacin bira jednu jabuku koju pojede. Izracunati verovatnocu da
ée Lela prvo pojesti sve jabuke sorte zlatni deliSes.

Resenje: Trazeni dogadaj je Z—,Lela ée prvih pet dana jesti jabuku sorte zlatni de-
lises”.  Oznacimo sa Z; dogadaj ,Lela i-tog dana jede jabuku sorte zlatni delises’,
1=1,2,3,4,5. Tada je Z = Z1 25757475 i

P(Z) = P(Z1)P(Z2|Z1)P(Z3|Z171) P(Z4|Z1Z275) P (Z5| 21 Z2 Z3 Z )

[61] Marko putuje od mesta A do mesta C, preko mesta B, konstantnom brzinom.
Razdaljina od mesta A do mesta B je 30km, a razdaljina od mesta B do mesta C
je 10km. U slucajnom trenutku tokom putovanja ga na mobilni telefon zove prijatelj
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da proveri kada ¢e Marko sti¢i u mesto C. Izracunati verovatnoéu da ée Marko moci
prijatelju da kaZe da je veé prosao mesto B.

Resenje: Prostor dogadaja moZemo opisati na kao 2 = [0,40] = {« |0 < z < 40}, gde
je x razdaljina koju je Marko presao od pocetka putovanja do trenutka telefonskog
poziva. PoSto ga prijatelj zove tokom putovanja, ukupno rastojanje koje je Marko
presao do trenutka poziva je najvise 30km + 10km = 40km. Dogadaj X: , Marko
ée moci prijatelju da kaZe da je veé proSao mesto B” mozemo predstaviti kao skup
X =130,40] = {z |30 < z < 40} C Q.

Svi elementarni ishodi x € Q su jednakoverovatni (jer Marko poziv dobija poziv u
slu¢ajnom trenutku), ali se zadatak ne moZze resiti na isti nacin kao npr. zadatak
[31] (vidi Laplasovu definiciju verovatnoce) jer broj elementarnih ishoda nije konacan.
Naime, i skup € i skup X su beskonaé¢ni skupovi. Zadatak moze da se resi primenom
geometrijske definicije verovatnoce jer prostor {2 mozemo predstaviti kao duz AC koja
je duzine m(Q2) = 40 (merna jedinica nam je kilometar), a dogadaju X odgovara duz
BC koja je duzine m(X) = 10. Kako su zadovoljeni svi uslovi za primenu (1.19), sledi

_m(X) _ 10 _ 1 _
P(X)= T:q,(m =95 =7 = 0.25.

[62] Autobus stize u stanicu u 1 : 30 dasova, a odlazi u 2 : 45. Ana i branko dolaze
na stanicu u slucagnim trenucima (svako za sebe) izmedu 1 :00 i 2 : 00. Svako od njih
ulazi u autobus ako je dofao u trenutku kada je autobus u stanici, a inace odlaze (npr.
odustaju od putovanja). Izracunati verovatnocu da ée se bar jedna od navedenih osoba
naci u autobusu.

Resenje:

Jedan elementarni ishod moZemo predstaviti kao uredeni par (a,b) € [1,2] x [1,2] gde
a i b redom predstavljaju vremena kada su Ana odnosno Branko stigli na stanicu,
te se skup svih elementarnih ishoda Q = {(a,b) |1 < a <2 A 1 < b < 2} moze
predstaviti u ravni kao kvadrat sa temenima u tackama (1,1), (2,1), (2,2) i (1,2)
(merna jedinica nam je jedan sat). Ovaj kvadrat je povrsine m(Q2) = 1. Dogadaju
X: L bar jedna od navedenih osoba ée se naéi u autobusu’ odgovara tada u ravni oblast
X ={(a,b) e 2|15 <a <175 v 1.5 <b < 1.75} (vidi sliku). Oblast X povrsine
m(X)=025-14+0.25-0.254+0.5-0.25 = 0.4375.

2Ab Q
1750 Kako su zadovoljeni uslovi za pri-
L5 menu geometrijske definicije ve-
e rovatnoce (elementarni ishodi su
jednakoverovatni) jer se brojevi a
1 i b biraju na slu¢ajan naéin, pri-
menom (1.19) dobijamo
m(X)
P(X)=—= =0.4375.
(X) (@)

»

——>a
1 15 1.75 2
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[63] Na slucajan nacin se biraju brojevi a i b iz intervala [0, 1]. Izracunati verovatnocu
da ée jednacina 2% + ax + b = 0 imati realna resenja po nepoznatoj x.

Resenje:

Kao $to je poznato, kvadratna jednacina ima realna resenja ukoliko je njena diskrimi-
nanta nenegativna, te posmatrana jedna¢ina ima realna re§enja ukoliko je a% —4b > 0,
tj. ako je b < ia2.

Jedan elementarni ishod moZemo predstaviti kao uredeni par (a,b) € [0, 1] x [0, 1], te
se skup svih elementarnih ishoda © = {(a,b) |0 < a <1 A0 <b < 1} moze predstaviti
u ravni kao kvadrat sa temenima u tatkama (0,0), (0,1), (1,1) i (1,0). Ovaj kvadrat je
povrsine m(Q) = 1. Dogadaju R: ,reSenja jednacine su realni brojevi’ odgovara tada
oblast R = {(a,b) € Q| b < %a?} (vidi sliku). Povr§inu ove oblasti moZemo izracunati
koriséenjem intergralnog racuna:

a3

1
ERET)

12°

S
=
I
—
9ll\?
Q.
)
I
NNQ

Kako su zadovoljeni uslovi za primenu geome-
trijske definicije verovatnoce (elementarni is-
hodi su jednakoverovatni) jer se brojevi a i b
biraju na slu¢ajan nacin, primenom (1.19) do-
bijamo

m(R)

1
P =——=—=0. .
2 () m(Q) 12 00833

=
s}

[54] Oko kocke je opisana lopta. Na slucajan nacin se bira tacka iz lopte. Izracunati
verovatnocéu da ée biti izabrana tacka iz kocke.

Resenje:  Skup elementarnih ishoda moZemo predstaviti kao skup L tacaka lopte, a
dogadaju K: ,jizabrana tacka pripada kocki’ odgovara tada skup K tacaka kocke. Ako
je ivica kocke duzine a, tada je polupre¢nik r lopte jednak polovini telesne dijagonale
kocke, tj. r = @a. Zapremina lopte je

4 3

a zapremina kocke je m(K) = a®. Kako su zadovoljeni uslovi za primenu geometrijske

definicije verovatnoc¢e (elementarni ishodi su jednakoverovatni) jer se tacka bira na

slu¢ajan nacin, primenom (1.19) dobijamo
m(K) a’

2
= = = ~ 0.3676.
m(L) @cﬁw V3w

[65] Kulturni magazin se sastoji iz 3 dela: dela posveéenog muzici (M ), dela posveéenog
knjizevnosti (K ) i dela posveéenog filmu (F'). Slucajno odabrani citalac cita pojedine
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delove sa sledecim datim verovatnoéama:

deo magazina || M K F |MK|MF|KF|MKF
verovatnoca || 0.14 | 0.23 | 0.37 | 0.08 | 0.09 | 0.13 | 0.05

Opisati recima dogadaje M|K, M|[KUF, M|[MUKUF, MUK|F i izracunati njihove

verovatnoce.

Resenje: Zadane dogadaje mozemo opisati na sledeéi nacin

M|K - ,ako citalac ¢ita o knjiZevnosti, tada ¢ita © 0 muzici’,
M|KUF - ako citalac cita o knjizevnosti ili filmu, tada ¢ita © o muzict’,
MIMUKUF - | ako éitalac ¢ita o bar jednoj oblasti, tada cita i o muzict’,
MUK|F - ako citalac cita o filmu, tada cita i 0 muzici ili knjiZevnosti’,

a verovatnoce ovih dogadaja su:

P(MK)  0.08

« POMIK) = 5057 = 053

~ 0.3478,

e koristeci
P(KUF) P (K)+P(F)—P(KF)=023+0.37 — 0.13 = 0.47,

P(IM(KUF))=P(MKUMF) (g)P(MK) +P(MF)—-P(MKF)=
=0.0840.09 — 0.05 =0.12
dobijamo

PM(KUF)) 012

P(MIKUF)=-— "2 "= ~ 02553
(M ) P(KUF) 0.47 ’

e koristeci
P(MUKUF)
=P(M)+P(K)+P(F)-—P(MK)—-P(MF)—-P(KF)+P(MKF)=
=0.14+0.23 + 0.37 — 0.08 — 0.09 — 0.13 + 0.05 = 0.49
dobijamo

_P(M(MUKUF)) P (M) _0d2
PIMIMUKUF) = PIMUKUF) PMUKUF) 0.a9 U249,

e koristeci
P(MUK)F)=P(MFUKF)< P(MF)+ P (KF) - P(MKF) =
=0.09+0.13 — 0.05 = 0.17
dobijamo

P(MUK)F) 017

P(MUK|F) = —p = =

~ 0.4595.

[56] U kutiji se nalaze 3 obicna novcica i jedan defektni novcié koji ima grb sa obe
strane. Na slucajan nacin se iz kutije bira jedan novcic i baca 2 puta.

(a) Izracunati verovatnocu da ée oba puta pasti grb.
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(b) Ako je oba puta pao grb, koliko iznosi verovatnoca da je iz kutije izabran ispravan
novcié?

Resenje: Oznacimo dogadaje:

Hy - iz kutije je izabran ispravan novcic’,

Hy - iz kutije je izabran novcié sa grbom na obe strane’,
A - pri bacanju novcica ée oba puta pasti grb”,

Ay -, pri prvom bacanju novéica cée pasti grb”,

Ay - pri drugom bacanju novcica ée pasti grb’.

(a) Ocigledno je {Hy, Hy} potpun sistem dogadaja! (H1Hy = () i Hy + Hy = Q),
i primenom (1.18) se dobija P (H;) = 2 i P(Hz) = 1. Dogadaj A mozZe se
predstaviti kao A = Aj As, 1 na osnovu formule totalne verovatnoce (1.16) sledi
P (A) =P (Hy) P (A|H:) + P (Hs) P (A[Hz) =

=P(H,)P(A1A2|Hy) + P (Hz) P (A1 A2|Hs)

gde je

P (A As| H;) = Plgpiefl) — PULIPULIL) PULIILAY — p (A, |H;) P (Ao| H;Ay),
ie{1,2},

odnosno

P(A1As|Hy) =P (Ai|H1)P (As|H1A) =52 =1
P(A1As|Hy) = P (A1|H2) P (Ag|Ha A1) =1-1=1,
te je
PA=3.141.1="1T.
(b) Primenom Bajesove formule (1.17) se dobija
P(H)P(AIH,) _3-1_3
P(A) e 7

P(H1|A) =

[57] U tri magacina se nalaze masinski strugovi, i to:

magacin 1: 10 strugova, od cega 4 neispravna,
magacin 2: 6 strugova, od cega 1 neispravna,
magacin 3: 8 strugova, od cega 3 neispravna.

Iz slucagno odabranog magacina se nasumice odabira jedan strug.

(a) Izracunati verovatnocu da ée odabrani strug biti neispravan.

(b) Izracunati verovatnocu da je odabrani strug iz magacina 2 ako se zna da je taj
strug ispravan.

Resenje: Oznacimo dogadaje:
A - odabrani strug je neispravan’,
H; - odabrani strug potice iz magacina i € {1,2,3}".

1Zapravo je Hy = H;.
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(a) Ocigledno je {Hy, Ha, H3} potpun sistem dogadaja, i primenom (1.18) (magacin
se bira na slu¢ajan nacin) se dobija P (H;) = %, 1 € {1,2, 3}, a koriste¢i navedene
podatake o broju neispravnih i ukupnom broju strugova koji su rasporedeni
po pojedinim magacinama se primenom (1.18) dobija P (A|H,) = 10 = %,

P(AHz) =L, P(AlHs) =2

Na osnovu formule totalne verovatnoce

1
ZP P(A[H;) = = -

16) sledi

Cﬂll\? -

1+13— ~ 0.3139
6 3 8 o '

Wl

+

. L. —\ (1.2 1.3
(b) Koristeci P (A) 21— P(A) = 27 ~ 0.6861 i P (A|H,) =1 — P (A|H,) = 2,

primenom Bajesove formule (1.17) se dobija

_ P(Hy)P (A4|H, .2 100
P (H:|A) = 5 (Z() ) _ i = oy & 04049
360

[68] Prva kutija sadrzi 5 crvenih i 6 belih kuglica, a druga kutija sadrzi 4 crvene i 4
bele kuglice. Iz prve kutije se nasumice izvlaci jedna kuglica i premesta u drugu kutiju.
Zatim se iz druge kutije na slucajan nacin izvlaci jedna kuglica.

(a) Izracunati verovatnocu da ce se iz druge kutije izvuéi crvena kuglica.

(b) Ako se zna da je iz druge kutije izvucena crvena kuglica, koliko iznosi verovatnoca
da je iz prve u drugu kutiju premesStena crvena kuglica?

Resenje: Oznacimo dogadaje:

A - iz druge kutije e se izvuéi crvena kuglica”,
H. - iz prve u drugu kutiju je premestena crvena kuglica’,
Hy, - iz prve u drugu kutiju je premestena bela kuglica’

(a) {H., Hy} je potpun sistem dogadaja, i primenom (1.18) (kuglica se iz prve kutije
bira na slu¢ajan nac¢in) dobija se P (H.) = % = 2 i P(Hy) = <. Koristeci
podatake o sadrzaju druge kutije u zavisnosti od toga da li je u nju iz prve kutije

premestena crvena ili bela kuglica se primenom (1.18) dobija
PAIH,) = fih = 5. P(A|H,) = ;40 = 4.

41 — 9 It4+L — 9
Na osnovu formule totalne verovatnoée (1.16) sledi
P(A)=P(H.)P(A|H.) + P (H,) P (A|Hy) = oD + 644 ~ 0.4949.
119 11 9 99
(b) Primenom Bajesove formule (1.17) dobija se
P (H.)P (A|H, 2.5 9
P (H,.4) = 2 Cll(,i) 1) _ “%9 =4—3 ~ 0.5102.

[59] Od ukupne proizvodnje jedne zanatske radionice, 50% se proizvodi na masini My,
20% na masini M, i 30% na masini Msz. Na masini M, se u proseku napravi 3%
neispravnih proizvoda (Skarta), na masini Ma u proseku 5%, a na masini Ms u proseku
4% neispravnih proizvoda. Na sluc¢ajan nacin se bira jedan proizvod iz posmatrane
radionice.
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(a) Izracunati verovatnocu da ée odabrani proizvod biti ispravan.

(b) Ako je odabrani proizvod ispravan, koliko iznosi verovatnocéa da je on proizveden
na masini Mz ?

Resenje: Ozna¢imo dogadaje:

A - odabrani proizvod ée biti ispravan’,

H; - odabrani proizvod je proizveden na masini M;, i € {1,2,3}".
Analogno kao u zadacima [56], [57], [58], rezultati se mogu dobiti primenom formule
totalne verovatnoce (1.16) i Bajesove formule (1.17):

(@) P = 38, PUD) = 25, P(Hy) = 3,

PAIFY) = 558 = 5, P (AHy) = 8557 = P (AlFy) = 5t =

3
50 97 20 95 30 96
PA) = PH)PAH) = — —— 4 . | = . = _ (963,
(4) = 2P (H)P(AIH:) = 355 155+ 156 o5 100 00 ~ °263

i=1
P(Hs)P(AlH3) 55 -5 288
(b) P (H3|A) = = 100 = _— ~0.2991.
P(A) 263 963

[60] Proizvod izraden w jednoj radionici kontroliSe jedan od dva kontrolora. Vero-
vatnoée da ce proizvod na kontrolu sti¢i kod prvog odnosno drugog kontrolora redom
iznose 0.6 odnosno 0.4. Verovatnoca da ée proizvod proci kao proizvod koji zadovoljava
standarde kod prvog kontrolora iznosi 0.94, a kod drugog 0.98. Ako je jedan slucajno
odabrani proizvod priznat kao proizvod koji zadovoljava standarde, koliko iznosi vero-
vatnoéa da ga je kontrolisao prvi kontrolor?

Resenje: Ozna¢imo dogadaje:
A - odabrani proizvod je zadovoljio kriterijume kontrolora’,
H; - ,odabrani proizvod je kontrolisao i-ti kontrolor, i € {1,2}".

Analogno zadacima [56], [57], [58], [69], rezultati se mogu dobiti primenom Bajesove
formule (1.17):

P (H,)P (AlH,)
P(A) '
pri ¢emu se P (A) moze izrac¢unati primenom formule totalne verovatnoce (1.16):
P(Hy) =06, P(H) =04,
P(A|H,) =094, P (A|H,)=0.98,
P(A) =P (Hy) P (AlHy) + P (Hz) P (A[H2).
Dakle,

P (H:|A) =

P (H1|A) =

P (Hy) P (A[H)) 0.6-0.94

- ~ 0.5900 .
P(H,)P(A[H,) + P (Hs)P(A|Hs) 0.6-0.94+0.4-0.98

[61] Dinar se baca dva puta. Ako je oba puta pao grb, iz kutije u kojoj se nalaze 2 bele
1 1 crna kuglica izvlaci se dva puta zaredom kuglica sa vracanjem u kutiju. U ostalim
slucajevima izvlaci se dva puta zaredom kuglica sa vracanjem iz kutije u kojoj se nalaze
1 bela @ 2 crne kuglice.
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(a) Izracunati verovatnocu da ée oba puta biti izvucena bela kuglica.

(b) Ako je oba puta izvucena bela kuglica izracunati verovatnoéu dogadaja da grb nije
pao oba puta.

Resenje: Ozna¢imo dogadaje:

H, - ,oba puta pao grb’,
Hy, - palo bar jedno pismo”,
A - izvucene dve bele kuglice”.

Dogadaji Hy i Ha ¢ine potpun sistem dogadaja i njihove verovatnoce su P (Hy) = i i
P(Hs) = 3.

s
P = 4481 %
(b) Primenom Bajesove formule (1.17) dobija se

P(Hy) P(A|H
P(H2|A):—( 2%(,51)‘ 2 :%'

[62] Iz Spila od 52 karte izvlaci se jedna karta. Ako je izvucena tref karta, izvlace se
dve kuglice istovremeno iz kutije u kojoj se nalaze 2 bele i 3 crne kuglice, a u ostalim
slucajevima, izvlace se dve kuglice istovremeno iz kutije u kojoj se nalaze 4 bele i 1
crna kuglica.

(a) Izracunati verovatnocu da ée biti izvucene kuglice istih boja.

(b) Ako se zna da su izvucene kuglice razlicitih boja, izracunatli verovatnoéu da je
izvucena tref karta.

Resenje: U 8pilu od 52 karte je 13 tref karata i 39 karata koje nisu tref. P(H;) =
é—g = i iP(Hy) = g—g = %, gde je sa Hi oznacen dogadaj ,iz Spila je izvucena tref
karta’ i Hy = H,. Posmatramo dogadaj A—,izvucene su kuglice iste boje’. Dogadaj A
se realizuje ako se iz kutije izvuku 2 bele ili 2 crne kuglice.

(a) UvrStavanjem

VIS NS

p(Am) = BB _ o P(AlH) = 1) = &

—~
W o

u formulu totalne verovatnoce (1.16) dobija se
PA=1 %+ H=%

(b) Primenom Bajesove formule (1.17) dobija se

= —

P(H1)P(A[H1) _ P(H)(1—P(A|H)) _ 1
=1

P (H.[A) = P(A) = 1—P(A)
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[63] Duve istovetne koverte sadrie po 30 kartica na kojima je napisano 1000 ili 2000
dinara. U prvoj se nalazi 20 kartica koje vrede 1000 dinara @ 10 kartica koje vrede
2000 dinara. U drugoj koverti se nalazi podjednak broj kartica koje vrede 1000 dinara
1 2000 dinara. Takmicar u kvizu na slucajan nacin izvlaci jednu kovertu i iz nje tri
kartice koje predstavljaju njegov dobitak.

(a) Izracunati verovatnocu da ce takmicar osvojiti 5000 dinara.

(b) Ako se zna da je takmicar osvojio 5000 dinara kolika je verovatnoca da je odabrao

prou kovertu?

Resenje: Oznacimo sa H; dogadaj ,,izabrana je koverta 7, i = 1,2. Dogadaji H1 i Hs
su jednakoverovatni tako da je P (Hy) = P (Hz) = 3.

(a) Neka je A dogadaj ,takmicar ée osvojiti 5000 dinara”. Kako takmicar izvlaci 3

kartice on 5000 dinara moze da osvoji jedino ako izvuce 2 kartice sa 2000 dinara
i jednu kartice sa 1000 dinara, tako da iz

P (Al — CUCD) o0
1 ) 4060
P(A|Hy) = G ()3()> = 210~ 0.39
primenom formule totalne verovatnoce (1.16) se dobija
P(4) =3-0.22+ 5 -0.39 = 0.305.
(b) Primenom Bajesove formule (1.17) sledi

P (H,|A) = PR ~ 0.36.

[64] Iz skupa {1,2,3,4,5} na slucajan nacin se bira jedan broj, a zatim bez vracanja
izvucenog broja jos jedan. Izracunati verovatnoée dogadaja

(a) A, drugi broj je veci od prvog”,

(b) B-,,drugi broj je za 2 veci od prvog”.

Resenje: Oznacimo sa H; dogadaj ,,u prvom izvlacenju je izvucen broji”, i
Ocigledno je da su dogadaji H; jednakoverovatni tako da je P (H;) = %, i

(a) Iz P(A[H1) = 3, P(A[H2) = §, P(A|H3) = 7, P(A|Hy) = 3, P(AlH5) =0,
primenom formule totalne verovatnoce se dobija

1 4 1 3 1 2 1 1 _
P(A)=5-3+5-1+51+t5 2+5 0=

1

2

(b) Iz P(B|Hy) = 3, P(B|H2) = 7, P(B|Hs) = 1, P(A[H4) = 0, P(B|Hs) = 0,
primenom formule totalne verovatnoce se dobija

PB) =4 d4dd4idriontog
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[65] Pera bira jednu od dve kutije K1 i Ko i to dvostrukoverovatnije kutiju Ky nego
kutiju Ko, a zatim iz kutije izvlaci 2 kuglice. U kutiji K se nalaze dve kuglice oznacene
brojem 1 i tri kuglice oznacene brojem 2. U kutiji Ko se nalazi jedna kuglica oznacena
brojem 1 i cetiri kuglice oznacene brojem 2. Ako je zbir izvucenih brojeva jednak 3
izréunati verovatnocéu da je Pera izvlacio kuglice iz prve kutije.

Resenje: Oznacimo sa H; dogadaj ,, Pera izvlaci kuglice iz kutije i”, i = 1,2. 1z P (Hy) +
P(Hg) =11iP(Hy):P(Hy) =2:1sledi P(H;) = % iP(Hy) = % Oznac¢imo sa A
dogadaj ,,zbir izvucenih brojeva je 3”. Na osnovu uslova zadatka sledi

1 4

P(A|H1)=%=%, P(A|H2):%:§.

5
Primenom formule totalne verovatnoce dobija se

2 3 2 8
P(A=33+353=1

te je trazena verovatnoca

P(H.) P(A|H
P(H1|A):‘( 1%(,51)‘ 1):%'

[66] Radnik ide svaki dan na posao autobusom, tramvajem ili biciklom. U 50%
slucajeva se opredeljuje za autobus, u 20% posto slucéajeva za tramvag, i uw 30% slucajeva
za bicikl. Verovatnoéa da ée zbog kasnjenja autobusa zakasniti na posao je 0.05, u
slucaju izbora tramvaja ta verovatnoca iznosi 0.1, a biciklom kasni sa verovatnocom
0.01.

(a) Izracunati verovatnocu sa kojom radnik kasni na posao.

(b) Ako je radnik zakasnio na posao, koliko iznosi verovatnoéa da je on na posao
iSao biciklom?

Resenje: Oznacimo dogadaje:

Z - ,radnik odredenog dana kasni na posao’,
A -, radnik na posao ide auotobusom’,

T - ,radnik na posao ide tramvajem”,

B -, radnik na posao ide biciklom”.

Analogno kao u zadacima [56], [57], [58], [59], rezultati se mogu dobiti primenom
formule totalne verovatnoce (1.16) i Bajesove formule (1.17) (dogadaji A, T i B ¢ine
potpun sistem dogadaja):
(a) P(A)=0.5, P(T)=0.2, P(B)=0.3,
P(Z|A)=0.05, P(Z|T)=0.1, P(Z|B)=0.01,
P(Z)=P(A)P(Z|A)+P(T)P(Z|T)+P(B)P(Z|B) =0.048.
P(B)P(Z|B)

(b) P(BI2) = 55

= 0.0625 .

[67] Poreski inspektor ée sutradan obiéi jednu od prodavnica A ili B, pri cemu ée se
jednakoverovatno odluciti za bilo koju od njih. U prodavnici A ée zabeleZiti nepravilnost
u radu sa verovatnoéom 0.1, a u prodavnici B sa verovatnocéom 0.05.
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(a) Izracunati verovatnocu da ée poreski inspektor sutradan zabeleZiti neku nepravil-
nost u radu.

(b) Ako ce poreski inspektor sutradan konstatovati da prodavnica koju je posetio radi
pravilno, koliko iznosi verovatnoéa da ée posetiti prodavnicu A?

Resenje: Ozna¢imo dogadaje:

N - inspektor ce zabeleZiti nepravilnost u radu’,
A - inspektor ée posetiti prodavnicu A”,
B - inspektor ée posetiti prodavnicu B”.

Analogno kao u zadacima [56], [57], [58], [59], [66], rezultati se mogu dobiti primenom
formule totalne verovatnoce (1.16) i Bajesove formule (1.17) (potpun sistem dogadaja
¢ine dogadaji A i B):
(a) P(A)=0.5, P(B)=0.5,
P(NJA)=0.1, P(N|B)=0.05,
P(N)=P(A)P(NJA)+P(B)P(N|B)=0.075.
(b) N je dogadayj ,,inspektor ¢e konstatovati da posecena prodavnica radi pravilno”, i
njegova verovatnoca je P (N) =1 — P (N) = 0.925. Sledi
P(A)P(NA) P(A)(1-P(N|A)

P(AIN) = P 269 ~ 0.4865 .
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2 Slucajne promenljive

2.1 Slucajne promenljive diskretnog tipa

Skup svih moguéih ishoda jednog verovatnosnog eksperimenta je Q. Slucajna
promenljiva X predstavlja merljivu funkciju koja preslikava skup €2 u skup realnih
brojeva R. Skup slika od X oznac¢avamo sa Ry i zovemo skup vrednosti sluc¢ajne
promenljive X.

Slu¢ajna promenljiva je diskretnog tipa ako je skup vrednosti konacan ili prebrojiv.

Tada ga moZemo predstaviti u obliku Rx = {x1,22,...,2n,...}. Sa p(x;) obelezava-
mo verovatnoc¢u dogadaja ¢iji se elementi preslikavaju u x;, tj.
p(z;) =P(X =2;) =P{w e Q: X(w) =ux;}), (2.1)

pri ¢emu vazi da je
Z p(z;) = Z P(X=u)=1 (2.2)

Skup vrednosti diskretne slu¢ajne promenljive Rx = {x1,22,...,Zy,...} zajedno sa
odgovarajué¢im verovatnoc¢ama p(z;), ¢ = 1,2,...,n,... predstavlja zakon raspodele
slu¢ajne promenljive X. Zakon raspodele slu¢ajne promenljive X najceSée predstav-
ljamo Sematski

T €2 . Ty -
X . 2.3
( o(z1) plws) ... plxn) ... ) (2.3)
Funkciju raspodele sluc¢ajne promenljive X oznac¢avamo sa Fx (x), © € R i defini-
Semo sa
Fx(x)=PlweQ: X(w)<z}=P(X <z)= > plx). (2.4)
i x;<x
Slu¢ajna promenljiva X ima binomnu B(n,p) raspodelu sa parametrima n € N i
0 < p <1 ako je njen skup vrednosti Rx = {0,1,...,n}, a odgovarajuée verovatnoce
su
p(i) = P(X = i) = (})p'q¢" ", (2.5)
gdejei € Rx, g=1—p.
Slu¢ajna promenljiva X ima Poasonovu (Poisson) P(A) raspodelu sa parametrom
A >0, akoje Rx ={0,1,2,...} njen skup vrednosti i za i € Rx vaZi
. . A
p(i) =P (X =i) = Zpe™™. (2.6)
Slu¢ajna promenljiva X ima geometrijsku G(p) raspodelu sa parametrom 0 < p < 1
ako je njen skup vrednosti Rx = {1,2,3,...}, a odgovarajuce verovatnoce su date sa

p(i) =P (X =i) =¢ 'p, (2.7)
zat € Rx, q=1—p.
Ako slucajna promenljiva X ima binomnu B(n,p) raspodelui n — oo, a p — 0 i
np — A = const, tada

n : . A

(1) v S e (2.8)
i 7!

tj. verovatnoce koje odgovaraju binomnoj raspodeli konvergiraju ka verovatnoc¢ama
koje odgovaraju Poasonovoj raspodeli.
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[68] Firma na raspolaganju ima Sest telefonskih linija. Neka je X broj linija zauzetih
u odredenom trenutku. Zakon raspodele za X dat je sa

0 1 2 3 4 5) 6
0.1 0.15 0.2 0.25 0.2 0.06 0.04 /-

(a) Izracunati verovatnoce sledecih dogadaja
A - bar tri linije su zauzete”,
B - ,mange od dve linije su zauzete”,
C - ,najmanje cetiri linije nisu zauzete”,
D - ,zauzeto je izmedu dve i pet linija”.

(b) Izracunati Fx (1.3), Fx (3) i Fx (4.6).
(¢) Naéi funkciju raspodele Fx (xz), x € R i graficki je predstaviti.
Resenje:

(a) TraZene verovatnoce su:

P(A)=P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)+P(X=6)=
=0.25+0.2+0.06 4+ 0.04 = 0.55,

P(B)=P(X <2)=P(X=0)+P(X=1)

1 .14 0.15 = 0.25,
P(C)=P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)

=0

+P(X =2) =
= 0.1+ 0.15+ 0.2 = 0.45,

P(D)=P2<X <5)=
=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4) +P(X =5) =
—0.240.25 4 0.2+ 0.06 = 0.71.

(b) Na osnovu (2.4) imamo da je
Fx (1.3) =P(X < 1.3) = P(X = 0) + P(X = 1) = 0.1 +0.15 = 0.25,
Fx(3)=P(X<3)=P(X=0+PX=1)+PX=2)=
=0.140.15+0.2 = 0.45,
Fy (4.6) = P(X < 4.6) =
=P(X=0)+PX=1)+4P(X=2)+P(X =3)+P(X =4) =
=01+0154+0.240.25+0.2=0.9.

(¢) Primenjujuci (2.4) odredujemo funkciju raspodele i njen grafik
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0, <0 Fx

01, 0<z<1 I
0257 1<$§2 0~9éZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ;"._
Fx (z) = 0.45, 2<x<3 [UE°R I _°
0~7, 3<$§4 ’ 0.7+-------------- —e ' '
09, 4<x<5H
0.96, b<z<6 0.45 === -===-- —
1, z>6 0.25f---- —e
01f—e 1444
+ + X
0 1 2 3 4 5 6

[69] Ako je Rx = {0,1,2,3,4} skup vrednosti slucajne promenljive X, i ako je
P(X =1i) =c (5 —1), odrediti konstantu c tako da X bude slucajna promenljiva.

Resenje: Da bi X bila slu¢ajna promenljiva neophodno je da vazi P(X = z;) > 0
i(2.2). Kako je 0 < i < 4 imamo da je ¢ > 0. Koriste¢i uslov (2.2) dalje imamo

5¢+4c+ 3¢+ 2c+ ¢ =1 odakle je ¢ = 1—15

[70] Neka je X broj guma koje nisu dovoljno napumpane na slucajno izabranom au-
tomobilu.

(a) Koja od tri ponudene funkcije P odreduje zakon raspodele za slucajnu promenljivu

X
x o 1 2 3 4

P(X=ux) |03 02 01 005 0.05

P(X=a) |04 01 01 01 03

P(X=a) |04 01 02 01 03

(b) Za funkciju koja odreduje zakon raspodele izracunati P(2 < X < 4),
P(X<2) ¢ P(X#0).

(¢) Nadéi funkciju raspodele slucajne promenljive X .
Resenje:
(a) Za sve tri ponudene funkcije vazi da su nenegativne, tako da jo$ treba proveriti

4
u kom slucaju vazi uslov (2.2). Za prvu funkciju je > P(X = z;) = 0.7, za
i=0
4 4
drugu je > P(X = ;) = 11izatrecu Y P(X = ;) = 1.1, tako da jedino druga
i=0 i=0
funkcija odreduje zakon raspodele sluc¢ajne promenljive X.

(b) Trazene verovatnoce su:
PR<X <4)=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4) =0.1+0.1+0.3 =05,
PX<2)=P(X=0)+P(X=1)4+P(X=2)=0.4+0.1+0.1=0.6,
P(X#£0)=1-P(X =0)=1—0.4 = 0.6.
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0.4,
0.5,
0.6,
0.7,

(¢) Funkcijaraspodele Fx () =P(X < z),z € Rje Fx (z) =

<0
O<ax<1

l<ax <2
2<x <3
3<x<4

r >4

[71] Odizvodaca radova se zahteva da podnesu jedan, dva, tri, cetiriili pet formulara (u
zavisnosti od vrste posla) kod dobijanja gradevinske dozvole. Neka je X broj formulara
koji se zahteva od narednog podnesioca molbe. Verovatnoca da se zahteva i formulara

je proporcionalna sa i, i =1,2,3,4,5.

(a) Odrediti vrednost konstante proporcionalnosti.

(b) Izracunati verovatnoéu da ée najmange tri formulara biti zahtevana.

(¢) Izracunati verovatnoéu da ée broj formulara koji se zahtevaju biti izmedu dva i

cetiri.

(d) Da li funkcija P(Y =1) = %, 1=1,2,3,4,5 moze biti zakon raspodele slucajne

promenljive Y ¢

Resenje:

(a) Na osnovu uslova zadatka verovatnoca da se zahteva i formulara proporcionalna
jesai, teje P(X =14)=k-1, i=1,2,3,4,5. Na osnovu uslova nenegativnosti

dobijamo da je k > 0, pa primenom (2.2) dobijamo i + 2i + 3i + 4i + 5i = 1,

odakle je i = %

(b) TraZena verovatnoca je
PIX>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =

) 1%
(c) Znati, P2 < X <4)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)= 2 +

5
(d) Kako je > % = IHAE9LI0E25 — 53 g osnovu (2.2) data funkcija ne moze biti

50

i=
zakon raspodele sluc¢ajne promenljive Y.

[72] U kutiji se nalaze tri kuglice oznacene brojem 1, Cetiri kuglice oznacene brojem 2
i dve kuglice oznacene brojem 3. Na slucajan nacin izvlacimo jednu kuglicu iz kutije.

Neka je X slucajna promenljiva koja predstavlja izvuceni broj.

(a) Naéi zakon raspodele slucajne promenljive X.

(b) Izracunati Fx (2.5), Fx(-1), Fx(2) i Fx(5).

(¢) Naéi funkciju raspodele, Fx (x), za slucajnu promenljivu X i graficki je predsta-

viti.
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Resenje:

(a) Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je Rx = {1,2,3}, pri ¢emu su odgova-
rajuce verovatnoce P(X =1) =3, P(X =2)=3 i P(X =3)= 2. Znadi,

2 3)
a2 )
9 9
(b) Na osnovu (2.4) imamo da je
Fx (25)=P(X <25)=P(X=1)+P(X=2)=3+2=1
Fx (-1)=P(X < —1) =0,
Fx(2)=P(X<2)=P(X =1)=2,
Fx(5)=P(X <5)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=3+2+2=1

9
traZeni zakon raspodele sluc¢ajne promenljive X je (

OlWw =

(c¢) TraZena funkcija raspodele Fx (x), « € R i njen grafik su

0, r<1 }TX
@ 5 1<z<2 Lo ,
FXJ?: 7 ’ |
gy 2<xz<3 A —
1, >3 : |
M

o ; ; x

0 1 2 3

[73] U kutiji se nalaze dve kuglice oznacene brojem 1, éetiri kuglice oznacene brojem 3,
1 jedna kuglica oznacena brojem 5. Na slucajan nacin izvlacimo odjednom dve kuglice
iz kutije. Neka je X slucajna promenljiva koja predstavlja zbir izvucenih brojeva.

(a) Naéi zakon raspodele slucajne promenljive X .
(b) Izracunati Fx (2), Fx(4), Fx(8) i Fx (16.375).
(¢) Naéi funkciju raspodele, Fx (x), za slucajnu promenljivu X i graficki je predsta-
vits.
Resenje:
(a) Oznacimo sa ki, ny, m,n € {1,3,5} dogadaj ,izvucene su kuglice sa brojevima

m in” (pri ¢emu je nebitan redosled izvucenih kuglica). Slu¢ajna promenljiva
X uzima vrednosti iz skupa {2,4,6,8} pri ¢emu je




P(X:8):P(k‘{375}) — (% (}) _ 2;417

takodajeX:(Q_%1 % g 2)
(b) Koristeci (2.4) imamo:

Fx()zP(X<2)=o

Fx (1) = P(X <4) =P(X =2) = &
Fx(8)=P(X <8 =1-P(X=8=1-

5) =

Fx (16.375) = P(X < 16.375) = 1.

—
-

(S
o
[

(¢) Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X i njen grafik su

0, £L'§2 FX

%; 2<x§4 1 —_—

9 |

FX(iL'): 217 4<$§6 s % ——————————————————————————————— —

17 : :

91 6<xr<8 . E E

1, x> 8 . —*
o) B .
0 2 4 6 8

[74] U kutiji se nalaze 4 bele i 6 zelenih kuglica. Pera izvlaci jednu po jednu kuglicu bez
vracanja izvucene kuglice u kutiju sve dok ne izvuce zelenu kuglicu. Slucajna promen-
ljiva X predstavlja broj izvedenih izvlacenja. Naci zakon raspodele slucajne promenljive
X i izracunati Fox i1 (5) @ Fixz (6).

Resenje:  Skup vrednosti sluc¢ajne promenljive X je {1,2,3,4, 5} a odgovarajuce

verovatnoce su P(X =1)=P2)=35, P(X =2)= P(BZ) B4 PX =
3.6 _ 1 o 3 g _ P
5) = P(BBBB) Ty % . % = 2—10, gde je sa B oznacen dogadaj ,,izvoucena je bela

kuglica ” i sa Z dogad j izvucena je zelena kuglica ”. Trazeni zakon raspodele je
1 2 3 4 5

Xele 4 1 1 1 )
i0 15 10 35 210

Primenom definicije funkcije raspodele dobija se

Fox11(5)=P2X +1<5)=PX<2)=PX=1)= %,

Fx2(6)=P(X2<6)=P(—/6< X < 6) =P(X = 1) + P(X = 2) = &,

[75] Biljana baca kockicu za ,Ne ljuti se éovece”. Slucajna promenljiva X predsta-
vlja vrednost ostatka pri deljenju palog broja sa 4. Napisati zakon raspodele slucajne
promenljive X .
Resenje: Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je Rx = {0,1,2, 3}, a odgovarajuce
verovatnoce su

P(X = 0) = P(,,prilikom bacanja kockice pojavio se broj 4”) = %,
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P(X = 1) = P(,,prilikom bacanja kockice pojavio se broj 1 ili broj 5”) = %,
P(X = 2) = P(,,prilikom bacanja kockice pojavio se broj 2 ili broj 6”) = %,
P(X = 3) = P(,,prilikom bacanja kockice pojavio se broj 3”) = %,
tako da je X : ( (1) % g :I) )

6 6 6 6

[76] U kutiji se nalaze p kuglica oznacenih brojem 2 i q kuglica oznacenih brojem 3
(p,q>2)

(a) Izvlaci se jedna kuglica. Sluéajna promenljiva X  predstavija izvuceni broj.
Napisati zakon raspodele slucajne promenljive X .

(b) Izvlace se dve kuglice odjednom. Slucajna promenljiva Y predstavlja zbir izvu-
cenih brojeva. Naéi zakon raspodele slucajne promenljive Y .

Resenje:

(a) Slucajna promenljiva X uzima vrednosti iz skupa {2, 3}, a odgovarajuce vero-

2
vatnoce su P(X = 2) = m iP(X=3)= +q, tako da je X : < p 3 ) .
pta  ptaq
(b) Skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y je Ry = {4,6,9}, a odgovarajuce
verovatnoce su P(Y = 4) = (%2) = (p+z%;rl;,1), P(Y =6) = ((12;([11)) =

2 . o (B (g—1) . L
m iP(Y =9) = (piz) = (p+3)?p+q71) tako da je traZzeni zakon

4 6 9
raspodele Y : p(p—1) 2pq alg—1) .
(p+q)(p+9—-1)  (p+q)(p+q—1) (p+q)(p+q—1)

[77] U kutiji se nalazi 5 crvenih i 3 bele kuglice. Slavica izvlaéi tri kuglice istovremeno.
Slucagna promenljiva X predstavlja broj izvucenih belih kuglica. Naéi zakon raspodele
slucajne promenljive X .

Resenje:  Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je Rx ={0,1,2,3} i P(X =0) =
1) (G

(g) :%7 p(le): (g()g()?) :%7 P(X—Q) (()3)) ——iP(X:?)):

8
3
3
3

A,_\
e— ~—

1 2
) = 56, tako da je trazeni zakon raspodele X : ( 1% 30 15 :f > .

—~

56 56 56 56

[78] Kockica se baca do prve pojave Sestice ali najviSe éetiri puta. Neka slucajna
promenljiva X predstavlja ukupan broj izvedenih bacanja.

(a) Naéi zakon raspodele slucajne promenljive X.
(b) Izracunati P(2 < X <4), P2<X <4) i P(X<3.)

(¢) Naéi funkciju raspodele slucajne promenljive X.
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Resenje: Oznacimo sa D dogadaj da se u jednom bacanju kockice pojavi broj 6, a

D da se u jednom bacanju kockice ne pojavi broj 6. Tada je P(D) = % i P(D)

Primetimo da su bacanja kockice medusobno nezavisna.

sa
5
6

(a) Ocigledno je da je Rx = {1,2,3,4}, a odgovarajuce verovatnoce su

P(X =1)=P(D) = .

P(X =2)=P(DD) = §-§ = %.

P(X =3) = P(DD ):g.g-%z%,

P(X = 4) = P(DDDD + DDDD) = P(DDD) = 3. 3.5 = 123,

tako da je trazeni zakon raspodele X : (

(b) TraZene verovatnoce su
PR<X<4)=PX=2)+P(X=3)=2+2 =5
P2<X<4)=P(X =3)=2,
PX<3)=PX=1)+P(X=2)=1+2 =1

0, <1

5 l<z<2

(c) Primenjujuéi (2.4) dobijamo da je Fx (z) = 4 2<z2<3
1

216° 3<x < 4

1, >4

[79] Cetiri osobe izvlace na slucajan nacin, jedna za drugom, po jednu Sibicu od cetiri
ponudene, od kojih je jedna kraca od ostalih. Izvucena $ibica i osoba koja ju je izvukla
se ne vracaju u igru. Slucajna promenljiva X predstavlja redni broj izvlacenja u kojem
je izvucena kraca Sibica. Naci zakon raspodele slucajne promenljive X.

Resenje: Slucajna promenljiva X uzima vrednosti iz skupa {1,2,3,4}. Oznac¢imo
sa K; dogadaj ,u i-tom izvlacenju je izvucena kraca Sibicd’, i = 1,2,3,4. Iz P(X =

1) =P(Ky) =%, P(X=2)=P(GK:) =21 =1, P(X =3) = P(Ky KoKs)
3.2.1=1iP(X =4) =P, K; Ks) = 3-2.1 =1 dobija se traZeni zakon
raspodeleX:(% % :1)‘ ?)

4 1 1 1

[80] U kutiji se nalazi 5 belih i 3 zelene kuglice. Zoran na slucajan nacin izvlaci jednu
po jednu kuglicu

(a) bez vracanja
(b) sa vracanjem

dok ne izvuce kuglicu zelene boje. Naci zakon raspodele slucajne promenljive X koja
predstavlja broj izvlacenja.

Resenje: Oznacimo sa B dogadaj ,izvucena je bela kuglica” i sa Z dogadaj ,,izvucena
je zelena kuglica ”.
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(a) Broj izvlacenja moze biti {1,2,3,4,5,6} tako da je trazeni zakon raspodele X :
(é i g é g g),gdejeP(X—l)—P(Z)—g, P(X =2) =
8 56 28 28 56 56
P(BZ)= 3 2= 8 PIX=3)=P(BBZ) =34 2=8, P(X=4)=
P(BBBZ)=32-4.2.2=2 P(X=5)=P(BBBBZ)=32-4.2.2.3=3
iP(XzG)zP(BBBBB):%-%-%-%-%:%.

(b) Skup vrednosti sluc¢ajne promenljive X je {1,2,3,...} = N. Kako se izvlacenja
vre sa vracanjem dalje imamo P(X =1) =P(Z) =2, P(X =2)=P(BZ) =
53 P(X-3)- P(BBZ) - 334 P(X— 1)~ P(BEBZ) - 3-2-55....
tako da sluc¢ajna promenljiva X ima geometrijsku g(%) raspodelu.

[81] Dinar se baca tri puta. Slucajna promenljiva X predstavija broj palih grbova, a
slucajna promenljiva Y uzima vrednost 1 ako je palo vise grbova, a —1 ako je palo vise
pisama. Naéi zakone raspodela slucajnih promenljivih X 1Y .

Resenje: Oznacimo sa P; i G; dogadaje ,,u i-tom bacanju dinara palo pismo, odnosno
grt’, gde i € {1,2,3}. Skup vrednosti sluc¢ajne promenljive X je Rx = {0,1,2,3},
a skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y je Ry = {—1,1}. Kako su bacanja dinara

medusobno nezavisna imamo da je
P(X =0) =P(PiP,Ps) =P(P)P(R)P(P3) =555 =5,
P(X = 1) = P(G1P2P3 + PiGoPs + P1P2G3) =
= P(G1P2P3) + P(P1G2P3) + P(P1P2G3) =

= P(G1) P(P2) P(Ps) + P(P1) P(G2) P(Ps) + P(P1) P(P2) P(G3) =

Analogno se dobija da je P(X =2) =2 i P(X = 3) = 1. Za slu¢ajnu promenljivu
Y imamo da je

P(Y = —1) = P(P1P2P3 + P P,Gs + PiGoPs + G1P2P3) =
= P(P1P2P3) =+ P(P1P2G3) =+ P(P1G2P3) + P(G1P2P3) =
= P(P1) P(P2) P(P;) +P(P1) P(P) P(G3) +P(P1) P(G2) P(Ps) +P(G1) P(P2) P(Ps) =
:l.l.l+l.l.l+l.l.l+l.l.l:l
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 27
) i Y ( _11 ) .
2

[82] Strelac gada metu tri puta. Verovatnoca pogotka u svakom nezavisnom gadanju
je 0.9. Ako je meta pogodena najvise jedanom strelac dobija -5 poena, ako ostvari dva
pogotka dobija 5 poena, a u preostalom slucaju 10 poena. Slucajna promenljiva X
predstavija broj osvojenih poena. Napisati zakon raspodele slucajne promenljive X.

Trazene sluc¢ajne promenljive su X : (

o= O
®lw =
0Jw DN
0= Lo
= =

Resenje:  Na osnovu uslova zadatka skup vrednosti trazene sluc¢ajne promenljive je
Rx = {-5,5,10}, a dogovarajuce verovatnoce su

P(X = —5) = P(,Strelac ima 3 promasaja ili 2 promasaja i 1 pogodak ”) = 0.1 +
(3)0.12.0.9 = 0.028, P(X = 5) = P(,Strelac ima 2 pogotka i 1 promasaj”) =
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(g) 0.92-0.1 = 0.243 i P(X = 10) = P(,Strelac ima 3 pogotka™) = 0.9 = 0.729,

. -5 5 10
tako da je X : ( 0.028 0.243 0.729 >

[83] Dinar se baca dok se prvi put ne pojavi grb ali najvise pet puta. Naéi zakon
raspodele slucajne promenljive X koja predstavija broj izvedenih bacanja.

Resenje: Kako je Rx = {1,2,3,4,5} i
P(X=1)=P(Gy) = 5

gde je sa G; i P; oznacena pojava grba, odnosno pisma u i-tom bacanju (i € {1,2,3,4})

imamo da je trazeni zakon raspodele X : ( } ? i1’> Z11 ? ) .

2 4 8 16 16

[84] U kutiji se nalaze 2 zelene i 3 bele kuglice. Ksenija na slucajan nacin izvlaci
jednu po jednu kuglicu

(a) sa vraéanjem dok ne izvuce kuglicu zelene boje ali najvise 5 puta,
(b) bez vracanja dok ne izvuce kuglicu zelene boje.

Naéi zakon raspodele slucajne promenljive X koja predstavlja broj izvlacenja.

Resenje: Oznac¢imo sa B dogadaj ,,izvucena je bela kuglica” i sa Z dogadaj ,,izvucena
je zelena kuglica ”.

(a) Broj izvlacenja moze biti 1,2,3,4,5. Odgovarajuée verovatnoce su P(X =1) =

P(Z) = 3 P(X =2)= P(BZ) Lt - %g PX =3) = P(BBZ) -
. . 1 2 3 4 )
p(BBBB):g.g.g-gz625,takodaJeX (2 6 18 54 £>
5 25 125 625 625

(b) Kad Ksenija izvla¢i kuglice bez vracanja skup vrednosti sluc¢ajne promenljive
X je Rx ={1,2,3,4}, a odgovarajuce verovatnoce su P(X = 1) = P(Z) = 5,

P(X—Q):P(BZ):%%:%, P(X = 3) = P(BBZ) = _%.% 1
i P(X =4) = P(BBB) = 234 = 1 i traZeni zakon raspodele je X :

)
1 2 3 4
2 3 1 L |-
5 10 5 10

[85] U prvoj kutiji se nalaze 2 bele, 3 zelene i 4 crvene kuglice. U drugoj kutiji se
nalazi 1 bela, 2 zelene © 3 crvene kuglice. Jelena na slucajan nacin bira dve kuglice iz
prve kutije i prebacuje ih u drugu kutiju. Naéi zakon raspodele sluc¢ajne promenljive
X koja predstavlja broj belih kuglica u drugoj kutiji nakon premestanja.
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Resenje: Nakon opisanog eksperimenta u drugoj kutiji moze biti 1, 2 ili 3 bele kuglice,
tako da je skup vrednosti slu¢ajne promenljive X skup {1,2,3}. Nakon prebacivanja
¢e u drugoj kutiji biti jedna bela kuglica ako Jelena iz prve u drugu kutiju prebaci

dve kuglice koje nisu bele boje tako da je P(X = 1) = Egg . U drugoj kutiji ¢e
2
nakon prebacivanja broj belih kuglica biti 2 ako Jelena prebac1 jednu belu kuglicu i
(D)@ _
(2)
biti tri ako Jelena iz prve u drugu kutiju prebaci dve bele kughce tako da je P(X =

2
3) = % = 3—16. Trazeni zakon raspodele je X : < % i ? > .

jednu kuglicu koja nije bele boje, tj. P(X = 2) = . Broj belih kuglica ¢e

12 18 36

[86] U kutiji se nalaze dve kuglice oznacene brojem 1, tri kuglice oznacene brojem 2
i Cetiri kuglice oznacene brojem 3. Vlada na slucajan nacin bira odjednom dve kuglice
iz kutije. Nacéi zakon raspodele slucajne promenljice X koja predstavlja ostatak pri
deljenu zbira izvucenih brojeva sa 3.

Resenje: Ostatak pri deljenju nekog broja sa tri moze biti 0, 1 ili 2 tako da je skup
vrednosti slu¢ajne promenljive X jednak {0,1,2}. Zbir izvucenih brojeva moze biti
2,3,4,51 6. Oznac¢imo sa Z = i dogadaj ,,zbir je jednak i ”, i € {2,3,4,5,6}. Dalje

2\ (3 4
imamo P(X = 0) = P(Z = 3)+P(Z =6) = —(lgggl) + % =35+ 3 = 3

+§—6:§—éiP(X:2):p(Z:

3—2 = 36, te je trazeni zakon raspodele

0o 1 2
36 36 36

[87] Meta se sastoji iz tri koncenticéna kruga. Pogodak u krug Ky donosi 10 poena, u
prsten Ko 5 poena i u prsten K3 1 poen. Pogodak van mete donosi —1 poen. Vero-
vatnoca da cée strelac pogoditi u krug K1 je 0.4, u prsten Ko je 0.3 i u prsten Kz je
0.2.

(a) Ako strelac gada metu jednim metkom, naéi zakon raspodele sluéajne promenljive
X koja predstavlja broj osvojenih poena.

(b) Ako strelac gada metu dva puta i gadanja su medusobno nezavisna, naéi zakon
raspodele slucajne promenljive Y koja predstavlja ukupan broj osvojenih poena

Resenje: Na osnovu uslova zadatka imamo da je verovatnoca pogotka van mete 0.1.

.. . -1 1 5 10
(a) Jednostavno se dobija da je X : ( 01 02 03 04 )

(b) Skup vrednosti sluc¢ajne promenljive Y je Ry = {—2,0,2,4,6,9,10,11,15,20}.
Oznacimo sa P;; dogadaj da je strelac pogodio metu u i-tom gadanju u deo
K;, i e{l,2}, je{1,2,3}1isaV; da je pogodio van mete u i-tom gadanju,
1 € {1,2}. Kako su gadanja medusobno nezavisna imamo da je
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P(Y = —2) = P(} V) = 0.1-0.1 = 0.01,

P(Y =0) =P(ViP23) + P(Pi3Ve) =0.1-0.2+0.2-0.1 = 0.04,
P(Y =2) =P(P1,1 P21) =0.2-0.2=0.04,

P(Y =4) = P(ViPy3) + P(P12V2) = 0.1-0.3+ 0.3 -0.1 = 0.06,
P(Y =6) =P(P13P2) + P(P1 2P 3) =02-0.34+0.3-0.2=0.12,
PY =9)=P(ViPy1) + P(P11V2) =0.1-0.440.4-0.1 = 0.08,
P(Y =10) = P(Py 2P, 2) = 0.3-0.3 = 0.09,
P(Y:].].):P(P13P21)+P(P11P23)—04 0.2+40.2-0.4 = 0.16,
P(Y =15) = P(P12Ps1) + P(P1,1P22) = 0.3-0.4+0.4-0.3 = 0.24,
P(Y =20) = P(Py1P21) =0.4-0.4=0.16,

tako da je zakon raspodele slu¢ajne promenljive Y’

v - -2 0 2 4 6 9 10 11 15 20
0.01 0.04 0.04 0.06 0.12 0.08 0.09 0.16 0.24 0.16

[88] Na pravcu kretanja automobila se nalaze tri semafora. Verovatnocéa zaustavljanja
automobila na prvom semaforu je 0.4, na drugom 0.6 i na trecem 0.5. Semafori rade
nezavisno jedan od drugog. Naéi raspodelu slucajne promenljive X koja predstavija
broj semafora koje je vozac automobila proSao do prvog zaustavljanja.

Resenje: Oznacimo sa Z; dogadaj da je vozac¢ zaustavio automobil na i-tom semaforu
1 € {1,2,3}. Kako se na putu kretanja automobila nalaze tri semafora imamo da je
Rx ={0,1,2,3} pri ¢emu je

P(X =0)=P(Z1) =04,

P(X = 1) = P(Z122) = 0.6 - 0.6 = 0.36,
P(X =2) =P(Z12223) = 0.6-0.4-0.5 = 0.12,
P(X =3)=P(Z12:75) =0.6-0.4-0.5 = 0.12.

. . ) 0 1 2 3
tako da je trazeni zakon raspodele X : < 04 036 012 0.12 ) .

[89] Baca se kockica za igru ,,Ne ljuti se covece”. Ako se pojavi broj mangi od tri izvlace
se dve kuglice iz kutije u kojoj se nalaze tri zelene i dve bele kuglice. U suprotnom
se izvlace dve kuglice iz kutije u kojoj se nalaze dve zelene i jedna bela kuglica. Neka
slucagna promenljiva X predstavija broj izvucenih zelenih kuglica. Naci zakon raspodele
slucajne promenljive X.

Resenje:  Obelezimo sa H; dogadaj da se pri bacanju kockice pojavio broj manji
od tri, a sa Hy dogadaj da se pojavio broj vedéi ili jednak sa tri, koji ¢ine potpun
sistem dogadaja. Njihove verovatnoce su P(Hy) = 2 = 1 i P(Hy) =1 — P(Hl) =2
Raspodelu slu¢ajne promenljive X, odnosno odgovarajuce verovatnoce P(X = j),
j € Rx ={0,1,2} moZemo izra¢unati primenom formule totalne verovatnoce

P(X =j) =7 P(H,)P (X = j|H;), j€Rx,

pri ¢emu je
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P(X=0|H1)=@=L P(X:O|H2)=%):O,
(1) _
[N
P(X:2|H1):%=1%, P(X:2|H2):%:%.

Uvrstavanjem u formulu totalne verovatnoce dobijamo

I~ —

L) 8 p(x =1, =

win

PX=0)=3-5+3 0=z,
— 1 6 2 2 _ 29
PX=1)=3-+5 5=
1 3 2 1 29
PX=2)=35-%+5 3= 5>

. . 1 2
tako da je trazeni zakon raspodele X : < (1) 29 29 > .
30 45 90

[90] U kutiji se nalaze 3 bele i 1 zelena kuglica. Ljubo na slucajan nacin izvlaéi jednu
kuglicu. Ako izvuce belu kuglicu baca ispravan movcié dva puta. Ako izvuce zelenu
kuglicu baca dva puta novcié koji sa obe strane ima grb. Naéi zakon raspodele slucajne
promenljive X koja predstavlja broj pojavljivanja pisma u opisanom eksperimentu.
Resenje:  Obelezimo sa H; dogadaj ,,Ljubo je izvukao belu kuglicu’, a sa Hs doga-
daj ,,Ljubo je izvukao zelenu kuglicu 7, koji ¢ine potpun sistem dogadaja. Njihove
verovatnocée su P(Hp) = % i P(Hs) = i. Raspodelu sluc¢ajne promenljive X, odnosno
odgovarajuce verovatnoce ra¢unamo primenom formule totalne verovatnoce

2
P(X=j)=> P(H,)P(X =j|H;), j€Rx ={0,1,2},
i=1
pri ¢emu je

P(X =0/H) =1 P(X=0Hy)=1-1=1,

1
1

|
N[—=

P(X =1[Hy) = 2=1, P(X=1|Hy) =0,

(SIS
N[ =

P(X =2|H)) = ! P(X =2|Hs) =0.

11
2 4

(SIS

Uvrstavanjem u formulu totalne verovatnoée dobijamo

P(X:O):%& %.1:%,
P(le):%'%JFi'O:%’
PX=2=2.24+1.0=2,

tako da je trazeni zakon raspodele X : ( 9 é 3 ) .
16 16 16

[91] Iz kvadrata K sa temenima u tackama (0,0), (1,0), (1,1) 4 (0,1) na slucajan
nacin se bira tacka A(z,y). Ako su obe koordinate izabrane tacke manje od 1 izvlaci
se dva puta po jedna kuglica sa vracanjem iz kutije koja sadrzi 1 zelenu i 2 bele kuglice.
U suprotnom se izvlaci jedna kuglica iz iste kutije. Naci zakon raspodele slucajne
promenljive X koja predstavlja broj izvucenih zelenih kuglica.

Resenje:
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Hi={(z,y):0<2<iA0<y<1}iH,=K\Ki.
Primenom geometrijske definicije verovatnoce dobija se }
da je P(H;) = (%)2 = i iP(Hy)=1—-P(Hy) =7
Primenom formule totalne verovatnoce
2 H;
P(X =j)=) P(H:)P(X =j|H)),
i=1

j€eRx ={0,1,2}, gde je

1

[N

: -
PIX=0H)=3-3=4  P(X=0l)=},
P(X=1H) =2 1-2=35, P(X=1[H) =3,
P(X=2(H)=1% 1=1 P (X =2[Hy) =0,
dobija se
P(X:O):i.%-’-%.%:%’
Px=1=1 44318
PX=2) =1 b +3.0= 4,

. S 0o 1 2
tako da je traZeni zakon raspodele X : [ o5 {3 7 .

36 36 36

[92] Bacaju se bela i zelena kockica. Naéi zakone raspodela za slucajne promenljive
(a) Y-zbir palih brojeva,
(b) Z-razlika izmedu broja palog na beloj i broja na zelenoj kockict,

(¢) U-maksimum palih brojeva.

Resenje:  Skup elementarnih dogadaja je @ = {w;; | 4,7 € {1,2,...,6}}, gde je sa
w;j oznacen dogadaj da se na beloj kockici pojavio broj i, a na zelenoj broj j, gde
jei,j € {1 2,...,6}. Kako su svi elementarni dogadaji jednakoverovatni imamo da je

P((JJ”) %

(a) Skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y je Ry = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},
a odgovarajuce verovatnoce su

P(Y =2) = P(wi1) = &,

P(Y =3) = P(wia + wa1) = %,

P(Y =4) = P(wis + wa + ws1) = =,

P(Y =5) = P(wi4 + w3 + w32 + wa1) = =,

P(Y =6) = P(wis + wos + w33 + waz + ws1) = ?:”_67
P(Y =7) = P(wig + was + w3a + waz + ws2 + we1) = %7
P(Y = 8) = P(wa6 + w3s + wag + ws3 + wez) = 5_67
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P(Y =9) = P(wss + was + wsa + we3) = 3%’
P(Y = 10) = P(wa + wss + wea) = =,

P(Y =11) = P(wse + wes) = =,

P(Y = 12) = P(wes) = 35-

Znadi, trazeni zakon raspodele je

v . ( 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 )
: 1l 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 -
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
(b) Skup vrednosti slu¢ajne promenljive Z je
Rz ={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}, a odgovarajuce verovatnoce su

P(Z = =5) = P(wis) = 55,

P(Z = —4) = P(wis + wag) = 32_67

P(Z = —3) = P(wi4 + was + w3g) = =,

P(Z = —2) = P(ws + was + wss + wag) = &,

P(Z = —1) = P(wi2 4 w23 + wss + w5 + ws6) = =5,
P(Z =0) = P(w11 4+ wa2 + w33 + waa + wss + wee) =
P(Z =1) = P(wa1 + w32 + w3 + wsa + wes) = 35,
P(Z = 2) = P(ws1 + wan + ws3 + wes) = o=,

P(Z =3) = P(wa1 + ws2 + we3) = 35,

P(Z =4) = P(ws1 + we2) = 5,

P(Z =5) =P(we1) = 35

Zmaci, trazeni zakon raspodele je

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Z: 1 2 3 4 5 6 5 4
3

3 4
5 5 3 2
6 3

36 36

).

(¢) Skup vrednosti slu¢ajne promenljive U je Ry = {1,2,3,4,5,6}. Odgovarajuce
verovatnoce su

gl o

36 36 36 36 36 36 36

P(U = ].) = P(Wll) = 36

P(U = 2) = P(wi2 + w21 + wa2) = 2,

P(U = 3) = P(wiz + waa + w31 + waz + w33) = 35,

P(U =4) = P(wi4 + w24 + w34 + w1 + waz + waz + waa) = 376,

P(U = 5) = P(w15 + w25 + w3s + was + ws1 + ws2 + ws3 + Wsa + Wss) = %’

P(U=6)= P(W16+w26+w36+w46+W56+W61+W62+W63+w64+w65+w66 = 5

pa je zakon raspodele slu¢ajne promenljive U : < } g i5)) 7 11 )
36 36 36 36 36

[93] Strelac gada metu. Verovatnoéa pogotka u svakom nezavisnom gadanju je 0.6.
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(a) Ako strelac na raspolaganju ima cetiri metka, naéi raspodelu slu¢ajne promenljive
X koja predstavlja broj ostvarenih pogodaka.

(b) Ako strelac na raspolaganju ima sto metaka, naci raspodelu slucajne promenljive
Y koja predstavija broj promasaja.

(¢) Ako strelac gada metu do prvog pogotka naéi raspodelu sluéajne promenljive U
koja predstavlja broj ispaljenih metaka.

(d) Ako strelac gada metu do prvog promaSaja naéi raspodelu slucajne promenljive
V' koja predstavlja broj ispaljenih metaka.

Resenje: Na osnovu uslova zadatka imamo da je verovatnoca pogotka 0.6, a verovat-
noc¢a promasaja, kao suprotnog dogadaja, 0.4.

(a) Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je Rx = {0, 1,2, 3,4} pri ¢emu su odgo-
varajuce verovatnoce P(X = i) = (f) 0.6" - 0.4*7%, i € Ry, tako da slucajna
promenljiva X ima binomnu B(4, 0.6) raspodelu.

(b) Skup vrednosti slucajne promenljive Y je Ry = {0,1,2,...,100} pri ¢emu su
odgovarajuce verovatnoce P(Y = i) = (130) 0.4"-0.6'071 € Ry, tako da
slu¢ajna promenljiva Y ima binomnu 5(100, 0.4) raspodelu.

(¢) Skup vrednost slucajne promenljive U je Ry = {1,2,3,...} pri ¢emu su odgo-
varajuée verovatnoée P(U = i) = 0.4°"1.0.6, i € Ry, tako da slucajna
promenljiva U ima geometrijsku G(0.6) raspodelu.

(d) Skup vrednost sluc¢ajne promenljive V' je Ry = {1,2,3,...} pri ¢emu su odgo-
varajuée verovatnocée P(V = i) = 0.6 . 0.4, i € Ry, tako da slucajna
promenljiva V' ima geometrijsku G(0.4) raspodelu.

[94] Verovatnoéa da student poloZi kolokvijum iz Statistike je 0.75. Pretpostavimo da
studenti polazu kolokvijum nezavisno jedan od drugog.

(a) Ako na kolokvijum izade 250 studenata naéi raspodelu sluéajne promenljive X
koja predstavlja broj studenata koji ée poloZiti kolokvijum. Izracunati verovatnoce
dogadaja A-,kolokvijum ée poloZiti 185 studenata ” i B-,kolokvijum ce poloZiti
bar 7 studenata’.

(b) Ako na kolokvijum izade 100 studenata naci raspodelu slucajne promenljive 'Y
koja predstavija broj studenata koji mece poloziti kolokvijum. Izracunati vero-
vatnocée dogadaja C'-,kolokvijum nece poloZiti 3 studenta ” i D-,kolokvijum nece
poloziti bar 3 studenta’.

(¢) Ako asistent pregleda studentske radove dok jedan student ne poloZi naci raspodelu
slucajne promenljive U koja predstavlja broj radova koje ce asistent pregledati.

Izracunati verovatnoée dogadaja E-,asistent ée pregledati tacno pet radova ” i
F-,asistent ée pregledati najvise pet radova’.
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(d)

Ako asistent pregleda studentske radove dok jedan student ne padne naci raspo-
delu slucajne promenljive V' koja predstavlja broj radova koje ce asistent pregle-
dati. Izracunati verovatnoée dogadaja G-,asistent ce pregledati tacno dva rada ”
i H-,asistent ¢ée pregledati bar dva rada’.

Resenje: Na osnovu uslova zadatka imamo da je verovatnoca da student polozi kolo-
kvijum 0.75, a verovatnoc¢a da ne polozi kolokvijum 0.25.

(a)

Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je Rx = {0,1,2,...,250} pri ¢emu su
odgovarajuce verovatnoée P(X = i) = (2?0) 0.75"-0.25%°971 j € Rx, tako da
slu¢ajna promenljiva X ima binomnu B(250,0.75) raspodelu. TraZene verovat-
noée su P(A) = P(X = 185) = (222) -0.75!85.0.252%0-18% ~ 0.05376856 i P(B) =
PX>7)=1-PX<7)=1-PX=0-PX=1-PX=2)—-PX =
3)-P(X =4)—P(X =5)-P(X =6) = 1— (%) -0.75°.0.25250=0 — (220} .0.751.
025201 (200).0.752.0.25%°0-2— (200 .0.753.0.252°0-3— (270 .0.75%.0.252°0~4 —
(*29)0.75% - 0.2529975 — (%9 .0.755 . 0.252°0-6 ~ 1.

Skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y je Ry = {0,1,2,...,100} pri ¢emu su
odgovarajuée verovatnoce P(Y = i) = (1?0) 0.257 - 0.7500= 4§ € Ry, tako
da slu¢ajna promenljiva Y ima binomnu B(100,0.25) raspodelu. TraZene ve-
rovatnoce su P(C) = P(Y = 3) = ('9°)-0.25% - 0.751903 ~ 1.92076 - 107 i
PD)=PY >3)=1-PY <3)=1-PY =0-PY =1 -PY =2) =
1—('99)-0.250.0.75100-0 — (199 .0.251 . 0.75100—1 — (190 .0.252.0.75100-2 ~ 1.

Skup vrednost slu¢ajne promenljive U je Ry = {1,2,3,...} pri ¢emu su od-
govarajuée verovatnoée P(U = i) = 0.251 . 0.75, i € Ry, tako da slu-
¢ajna promenljiva U ima geometrijsku G(0.75) raspodelu. TraZene verovatnoce
su P(E) = P(U = 5) = 0.25°71.0.75 ~ 0.002929688 i P(F) = P(U < 5) =
PU=1)+PU=2)+PU =3)+P(U =4)+P(U =5) =0.25"1.0.75 +
0.25%71-0.75+ 0.25571 - 0.75 + 0.25*71 - 0.75 + 0.25°71 - 0.75 & 0.999023438.

Skup vrednost slu¢ajne promenljive V' je Ry = {1,2,3,...} pri ¢emu su od-
govarajuée verovatnoée P(V = i) = 0.75"1.0.25, i € Ry, tako da slu-
¢ajna promenljiva V ima geometrijsku G(0.25) raspodelu. TraZene verovatnoce
su P(G) = P(V = 5) = 0.75°"1 . 0.25 =~ 0.079101563 i P(H) = P(V > 2) =
1-P(V<2)=1-P(V=1)=1-0.75'"1.0.25 = 0.25.

[95] Pretpostavimo da mali avioni pristizu na neki aerodrom u skladu sa Poasonovom
raspodelom sa parametrom A\ = 8 na sat.

(a)

(b)

Izracunati verovatnocu da ée tacno pet aviona sleteti na aerodrom u toku jednog
sata.

Izracunati verovatnoéu da ce najmanje pet aviona sleteti na aerodrom u toku
jednog sata.

Resenje: Slucajna promenljiva koja predstavlja broj aviona koji sle¢u na aerodrom u
toku jednog sata ima Poasonovu P(8) raspodelu.
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(a) Primenom (2.6) imamo P(X =5)= % €78 ~ 0.0916037.

(b) TraZenu verovatnoéu ¢emo izrac¢unati preko verovatnoce suprotnog dogadaja i
primenom (2.6)

P(X>5) = 1-P(X <5 =1-3 P(X =i)—
=0

=1 (8 48 48 18 1 8. 5 % 0.900368.

[96] Pretpostavimo da broj telefonskuh poziva ima Poasonovu raspodelu sa parametrom
A =2 na sat.

(a) Izracunati verovatnocu da ¢e u toku sata biti obavljeno tacéno tri telefonska poziva.

(b) Izracunati verovatnocu da ée u toku jednog sata biti obavljeno najvise dva tele-
fonska poziva.

(¢) Izracunati verovatnoéu da ée u toku jednog sata biti obavljeno najmanje dva
telefonska poziva.

Resenje: Slucajna promenljiva koja predstavlja broj poziva u toku jednog sata ima
Poasonovu P(2) raspodelu.

(a) Primenom (2.6) imamo P(X =3) = 23—? ce”2 ~ 0,180447044.
(b) TraZena verovatnoca je P(X < 2) = P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) =
2242 e 24 202~ 0,676676416.

(¢) Primenom definicije za ra¢unanje verovatnoce suprotnog dogadaja dobija se
P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-2-e 22 .c%x
0,59399415.

[97] Pretpostavimo da se prosecno 20% od ukupnog broja vozaca zaustavi na raskrsnici
na kojoj svetle crvena svetla na svim pravcima kada nema drugih vozila na vidiku. Na
slucajan nacin je uoceno trideset vozaca.

(a) Naéi raspodelu slucajne promenljive X koja predstavija broj vozaca koji se zau-
stave na semaforu. Izracunati verovatnoéu da se medu posmatranim vozacima
najvise njih pet zaustavilo na semaforu.

(b) Naéi pribliznu raspodelu Y sluéajne promenljive koja predstavlja broj vozaca koji
se zaustave na semaforu, a zaltim pomocu nje izracunati verovatnoéu da se medu
posmatranim vozacima najviSe njih pet jeste zaustavilo na semaforu.

Resenje: Verovatnoca da se vozac¢ zaustavi na semaforu je p = 0.2, a da se ne zaustavi
jeq=0.8.
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(a) Slucajna promenljiva X ima binomnu 5(30,0.2) raspodelu pa primenom (2.5)
dobijamo da je trazena verovatnoc¢a P(X < 5) = i P(X =1) = i (31.0) 0.2
0.8%07% ~ 0.427512. - -

(b) Za A =30-0.2 = 6 primenom (2.8) imamo da slu¢ajna promenljiva Y ima Poa-

5
sonovu P(6) raspodelu, pa primenom (2.6) imamo da je P(X <5) =Y P(X =
i=0

5
i) = EO 5 €70~ 0.44568.

[98] Kosarkas gada ko§ 1000 puta. Verovatnoéa promaSaja u svakom nezavisnom
gadangu je 0.005. Naéi raspodele slucagnih promenljivih X 1Y koje predstavijaju redom
tacan 1 pribliZan broj promasaja.

Resenje:  Verovatnoc¢a promaSaja je p = 0.005, a verovatnoc¢a pogotka ¢ = 0.995.
Slu¢ajna promenljiva X ima binomnu B(1000,0.005) raspodelu i na osnovu (2.5) je

P(X =)= ('%")0.005" - 0.9951°0~ e {0,1,2,...,1000}.
Kako je A = 1000-0.005 = 5 na osnovu (2.8) imamo da se slu¢ajna promenljiva X moZe

aproksimirati Poasonovom slu¢ajnom promenljivom tako da slu¢ajna promenljiva Y
ima Poasonovu P(5) raspodelu i tada osnovu (2.6) vazi

PY =i)=32e? i€{0,1,2,...}.

a!

2.2 Slucajne promenljive apsolutno neprekidnog tipa

U odeljku 2.1 smo razmatrali slu¢ajne promenljive diskretnog tipa kod kojih je skup
vrednosti, Ry, najviSe prebrojiv. Skup vrednosti slu¢ajne promenljive neprekidnog
tipa, X : Q — R, je neprebrojiv, tj. ona moZe uzimati vrednosti iz nekog intervala
ili iz celog skupa realnih brojeva.

Funkcija gustine, ¢x, slu¢ajne promenljive neprekidnog tipa je nenegativna realna
funkcija sa slede¢im osobinama:

/00 ox (z) de =P(—00 < X < x0) =1, (2.9)
- P(X=a)=0, zaa €R, (2.10)
za sve a,b € RU{—o00,00} vazi da je

P(a<X<b)=/b<pX (x) dz. (2.11)

Vazi i sledecée '
P(a<X<b)—P(a<X<b)—P(a<X<b)—/bgox(x) dx. (2.12)
Funkcija raspodele Fx neprekidne sluc¢ajne promenljive X jze za svako x € R data sa
Fx (2) = P(X < 2) = / ox () dt, (2.13)

—o

i u tackama neprekidnosti vazi
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ox (x) = Fi (). (2.14)
Slu¢ajna promenljiva sa uniformnom U(a,b) raspodelom, gde su a, b € Ria < b,
ima gustinu i odgovarajué¢u funkciju raspodele

——. x € (a,b) 0, s a
ox (x) =4 b-a’ e Fx(z)=<¢ =2, a<xz<b, (2.15)
0, ¢ (ab); a
1, x> b.
FX (J))
ex (2)
1
1
b—a
x T
a b a b
Gustina slucajne promenljive X : U(a,b). Funkcija raspodele slu¢. prom. X : U(a,b).

Slu¢ajna promenljiva sa normalnom (Gausovom) N (m, o) raspodelom, gde sum, o €
R io >0, ima gustinu i odgovarajuc¢u funkciju raspodele

(2) 1 _<x—vg>2 cR Fx () 1 /“’ _(t,,,,2L>2 it
xTr) = e 20 , T N xTr) = e 20 .
X ovV2w X oV2T J -
FX (:L')
px () 1
1

Voro

1

2

/ T T

m m

Gustina sluajne promenljive X : N (m, o). Funkcija raspodele slu¢. prom. X : N'(m, o).

Napomena: Standardizovana (normalizovana) slu¢ajna promenljiva X* se dobija

iz slu¢ajne promenljive X transformacijom:?
X —-EX
= X - BX) ); (2.16)
D(X)
ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu sa parametrima m i o tada
slu¢ajna promenljiva X* = X;m ima normalnu N'(0, 1) raspodelu, tj. ako

2transformacije slu¢ajnih promenljivih, matematicko o¢ekivanje E(X) i disperzija D(X) definisani
su u poglavlju V
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X—-m
X :N(m,o) tada X*=>"—"—:N(0,1); (2.17)
o
na osnovu Moavr-Laplasove teoreme mozemo zakljuciti da raspodela standardizovane
binomne slu¢ajne promenljive X* moZe biti aproksimirana normalnom raspodelom
N(0,1), tj. ako
X —np

v 1pq
Slu¢ajna promenljiva sa eksponencijalnom &(a) raspodelom, gde je a > 0, ima
gustinu i odgovarajucu funkciju raspodele

X :B(n,p) tada X*=

 N(0,1). (2.18)

ae” %, x>0, 1=, x>0,
px (z) = { 0. =<0 Fx (z) = { 0 b <0, (2.19)
px ()
a Fx (z)
1
o T
Gustina slucajne promenljive X : £(a). Funkcija raspodele slu¢. prom. X : £(a).

Slu¢ajna promenljiva sa Vejbulovom V(«, ) raspodelom, sa parametrima a > 0,
£ > 0 ima gustinu i odgovarajuc¢u funkciju raspodele

o a—1,—(5)" 0 1 (3" 0
_ Bl e , x>0, F _ e , T >0, 29
ex (0 ={ =) T ¥ (2) D
ex (z)
81 0%
6,
4]
9]
x
x
051 2
0.5 1 2
Gustina slucajne promenljive X : V(«, B). Funkcija raspodele slu¢. prom. X : V(a, 3).
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ox ()
a=2
B=0.5
1.51 Fx (x)
a=2
1 B=0.5
1,
0.51 0.57 -
a=2
a=2 B=10
B=5 a=2
B=10
T T
0.5 1 2
Gustina slu¢ajne promenljive X : V(«, 3). Funkcija raspodele slu¢. prom. X : V(a, 3).

[99] Knjiga u ¢itaonici se iznajmljuje najduze na dva sata. Neka slucajna promen-
ljiva X oznacava vreme zadrZavanja knjige kod slucajno izabranog studenta. Gustina
slucagne promenljive X data je sa

(@) %x, 0<z<?2
€T) =
X 0, x¢[0,2].

(a) Izracunati Fx (1.2), Fx (=1), Fx (3.5), a zatim naéi funkciju raspodele Fx (x)
za svako x € R.

(b) Kolika je verovatnoca da ée knjiga biti izdata izmedu sat i sat i po vremena?
(¢) Izracunati verovatnoce P(X < 1), P(X > 1.5) i P(X =1).
(d) Graficki predstaviti funkciju gustine px i funkciju raspodele Fx .

Resenje:
(a) Direktnom primenom formule (2.13), dobija se

1.2 0 12 4 1 oL2
FX(1.2):/ ox () dxz/ de—l—/ §xdx=0—|— ZJCQ = 0.36.
0

—00 —00 0

—1

-1
Analogno sledi Fy (—1) = / ox (z) de = / 0dx =0,

—00
3.5

> 1
ox (z) d:c:/ —xdr = 1.
0 2

Za pronalaZzenje funkcije raspodele, razmotri¢emo sledeca tri slu¢aja:
i) Za x <0, vazi da je

kao i Fx (3.5) = /

— 00

FX(ac):/x @X(t)dt:/x 0dt = 0.

— 00 — 00
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ii) Za fiksirano x iz intervala (0, 2], tj. ako je 0 < = < 2, dobija se

x 0 zl 1
FX(J:):/ @X(t)dtz/ Odt+/0 Shdt=0+ 17

— 00 — 00

x

0

iii) Ako je x > 2, dobijamo

T 0 21 T 1
FX(x):/ ox (1) dt:/ 0dt+/ 5zfcht+/ 0dt =0+ ZtQ
0 2

—00 —00

2
+0=1.
0

Konaéno, iz 1), ii) i iii) dobija se

0, <0,
Fx (z) =14 %22, 0<z<2,
1, x> 2

(b) Verovatnoca dogadaja da ¢e knjiga biti izdata izmedu sat i sat i po vremena je
verovatnoca da slu¢ajna promenjiva X uzima vrednosti izmedu 1 i 1.5. Na osnovu
(2.12) dobija se

= 0.3125.

1.5 1.5 2 2
1 1 1. 1
P(1§X§1.5):/ Zxdr = = 2? _ @57

L2 47 ] 4

Primetimo da isti rezultat moZemo dobiti i pomoc¢u funkcije raspodele Fx odredene
pod (a), tj.

P(1 <X <15)=Fx(1.5) - Fx (1) =

(¢) Na osnovu (2.12), dobija se

! 0 ' 1 L0 1
P(Xgl):/ vx () dx:/ de—f—/ §xdx:0+—x2 2120.25.
0

—o0 —o0 4 0
TraZenu verovatnoéu moZemo izracunati i ovako: P(X < 1) = P(X < 1) = Fx (1) = 1.
2 2
1 1
Sli¢no, P(X > 1.5) = / —xdr = —2*

=1-10.5625 = 0.4375 ili pomo¢u funkcije
152 4

1.5

1.52
raspodele P(X >15)=1-P(X <15)=1—-Fx(15)=1— TB = 0.4375.

Na osnovu osobine gustine (2.10), koja je zadovoljena za svaki realan broj a, dobija se
dajeP(X =1)=0.
(d) Grafici gustine px i funkcije raspodele F'x su:
px () Fx (x)
1 1
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[100] Profesor nikada ne zavrsi éas pre zvona, ali zavr$i u toku prve minute nakon
zvona. Neka X predstavlja vreme (izraZeno u minutima) koje prode od zvona do zavr-
Setka predavanja. Gustina za X data je sa

(a) Odrediti konstantu k.

(b) Naéi funkciju raspodele za X .
) Kolika je verovatnoca da ce ¢as biti produzen najduze pola minute?
)

(¢
(d

Kolika je verovatnoéa da ée céas biti produZen vise od 40 sekundi?

Resenje:
(a) Konstantu k odredujemo tako da bude zadovoljena osobina (2.9). Prema tome,

1 3
/ kx?de = k-
) 3

a odavde sledi da je trazena konstanta k = 3.

1

0 3

T
(b) Za fiksirano z, = < 0 funkcija raspodele je Fx (z) = / Odx = 0. Neka je

—00
T T
x € (0,1]. Tada je Fx (z) = / px (t) dt = / 3t dt = tg‘g =23 Akojex > 1
—0o0 0

x

1
dobija se Fx (z) = / px (t) dt = / 3t?dt = 1. Dakle, funkcija raspodele Fy
o0 0

slu¢ajne promenljive X je

0, z <0,
Fx(z)=¢ 23, 0<xz<l1,
1, x> 1.

(c) Verovatnoca dogadaja da ¢e ¢as biti produZen najduze pola minute je verovatnoca
da slu¢ajna promenljiva X uzme vrednost manju ili jednaku 0.5. Dakle,

310.5

0.5 0.5 .
P(X <0.5) :/ ox (z) dx:/ 32 dr = 3'? =0.125.
0 0

— 00
Do istog rezultata dolazimo i ako iskoristimo resenje pod (b), odnosno

P(X <0.5) = P(X < 0.5) = Fx (0.5) = 0.5% = 0.125.

(d) Dogadaj da je ¢as produZen vise od 40 sekundi podrazumeva da slu¢ajna promen-
ljiva X uzme vrednost strogo ve¢u od % Njegova verovatnoca je
1
P(X >2/3) = / 322 do = x3\;/3 =1-(2/3)3 = 0.7037.
2/3
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Primetimo da pomocu funkcije raspodele dolazimo do istog rezultata P(X > 2/3) =
—P(X<2/3)=1-Fx(2/3)=1-(2/3)® =0.7037.

[101] Slucajna promenljiva X data je gustinom

[ EQ—(x—-3)?%), 2<z<A4,
x (@) = { 0, inace.

(a) Odrediti konstantu k i skicirati grafik funkcije px .
(b) Izracunati P(2.5 < X < 3) i P(X > 3).
(¢) Odrediti funkciju raspodele Fx i skicirali njen grafik.

Resenje:

(a) Konstanta k se odreduje iz uslova (2.9). Kako je

/oo ox () dx—/;k(l—(x—3)2)dx—k/24(—8+6x—x2)dx—

3
—k(-8z+32 -2 )| =2k
(Frovast=5 )], =55

iz uslova dobijamo da je trazena konstanta k = %. Grafik funkcije gustine ¢x je

Yy

(b) Sli¢no kao u prethodnom zadatku moZemo dobiti trazene verovatnoce

3 smena x —3=1
PR5H<X <3 = / - ))dx{ ’}
0 0
3 3 1
:/ S —t¥)dt = (St — =t3) = 0.34375.
054 4 4 " o5

4
Dalje, P(X > 3) = / 2(1 — (2 —3)?) dx. Integral sa desne strane jednakosti moze se
3

reSiti uvodenjem smene x — 3 = t i njegovim izra¢unavanjem dobijamo da je trazena

verovatnoca 0.5.
xr

(c)ZaxﬁQjeFX(x):/ 0dt =0,

—00

4 T
0dt—|—/ §(1—(75—3)2)dt+/ Odt = 1.
2 4 4

2
azax>4jeFX(m)=/

— 00
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Posmatrajmo = € (2,4].

Fx(ill) = /x gox(t)dt_/Q 0dt+z‘/2z(—8+6t—t2)dt—

— 00 — 00

3 1.]% 3,20 23
= S(=8t+3t2 — -t} =2(%= —8x+32% - =
(78 30|, malg s )
Dakle, funkcija raspodele i njen grafik su
0, Tz <2,
Fx (z) = —%+%x2—6x+5, 2 <x <4,
17 x > 4)
FX (J?)
1
1
2
x
2 3 4

[102] Na putu za posao, profesor prvo mora da ,hvata” autobus blizu kuée koji ga
odvozi do stajalista za drugi autobus koji ga vozi do posla. Slucajna promenljiva X
predstavlja vreme éekanja oba autobusa (izraZeno u minutama) i data je gustinom

=1, 0<z<5,
ox (z) = %—%x, 5 <z <10,
0, x ¢ [0,10].

(a) Kolika je verovatnoca da ée na cekanje ,izgubiti” vise od 6 minuta?
(b) Kolika je verovatnoca da ée na cekanje ,izqubiti” izmedu 3 i 8 minuta?
(¢) Naéi funkciju raspodele Fx .

(d) Graficki predstaviti funkcije px i Fx, a zatim obeleZiti P(X < 6).

Resenje:
(a) Verovatnoca dogadaja da ¢e na ¢ekanje ,jizgubiti” vise od 6 minuta je

109 1 2 1 1o

P(X > 6) = /6 (5 - ) de= (o —g0?)| =032

6

(b) Uoc¢imo da je gustina razli¢ito definisana na intervalima [0,5) i [5,10], a zatim
sli¢no kao pod (a), dobijamo da je traZzena verovatnoca

P3§X§8):/<pxxdx:/ —a:daH—/ - — —ux)dr =
( s (z) s 25 5(5 25

5
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(c)ZamSOjeFX(a:)z/ 0dt = 0.

2 1 ¥
Ako je z > 10 tada je Fx (z) = / Odt—I—/ —tdt—i—/ (g—%t)dt—f—/ 0dt =1.
10

0
Za x € (0,5] je Fx(x):/ Odt—l—/ —tdt = 0

— 00

Ako je x € (5,10] tada je
F (x)—/0 0dt+/5itdt+/m(g—it)dt—
X y 25 .5 250

I N 2 1
= Z ) =<1 2.
), 7 (5 750, TR
Dakle, funkcija raspodele je
0, z <0,
z 0<z<5
F = 50 ) =9
x (7) —%xQ—i—%x—l, 5 <x <10,
1, x > 10.
(d) Grafici gustine px i funkcije raspodele F'x su:
ex (z)
1
5
x
5 6 10
P(X <6)
FX (.13)
1
P(X<6)
1
2
x
5 6 10

[103] Neprekidna slucajna promenljiva data je funkcijom raspodele

0, z <0,
Fx(z)={ %(1+Ind), 0<z<4,
1, x> 4.

(a) Naéi funkciju gustine za X.
(b) Izracunati P(X <1) i P(1 < X <3).

Resenje:
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(a) Kako je poznata funkcija raspodele F'x, gustinu ¢emo nac¢i pomocu relacije (2.14),
koja vazi u svim tackama u kojima je gustina neprekidna. Za x € (0,4] je

z 4\ 1 4. = x 4.0 1 4. 1
SOX(QJ)— (Z(1+1HE)> = Z(lﬁ-lng)ﬁ-zz(—ﬁ)— Z(l'f’lnz)—z
Dakle,
ilnd, z€(0,4]
ex (z) = .
0, inace
1
(b) Po definiciji funkcije raspodele je P(X < 1) = Fx (1) = 1 (14+1In4). Sli¢no je
3 4 1 1 1, 16
< = — = — — —_ = = — — —_— ) . .
Pl<X<3)=Fx(3)—Fx(1) 4<1+1n3> 4(1—1—1114) 2+411127 0.37

[104] Neprekidna slucajna promenljiva X data je funkcijom raspodele:

b, r <1,
Fx (z) = %, 1<z <4,
3a, x> 4.

Odrediti konstante a i b i naci gustinu za X .
Resenje: Konstante a i b odredujemo na osnovuosobina lim Fx (z) =11 lim Fx (z) =0
xr—ro0 Tr—r—00

funkcije raspodele, te dobijamo da je 3a = 1, dakle a = % ib=0.
Koristedi (2.14) dobijamo za x € (1,4]

(@ -12\ 3x—-1)?%  (z-1)?
‘pX(x)_( 27 ) 27 9

te je

[105] Neka je X vreme (izraZeno u satima) izmedu dolaska dva klijenta u banku i neka
X ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom a = 0.2.

(a) Skicirati grafike funkcije gustine i funkcije raspodele slucajne promenljive X. Na
grafiku funkcije gustine predstaviti P(X > 0.2).

(b) Kolika je verovatnoca da ée izmedu dolaska dva klijenta proteéi najvise 30 mi-
nuta?

(¢) Izracunati P(0.4 < X <1) i P(X >0.2).
Resenje:
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(a) Kako slu¢ajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom
a=0.2,tj. X:&(0.2), njena funkcija raspodele je

Fy () 0, z <0
x (z) =

1—e 922 >0
Gustina slu¢ajne promenljive X je

0, z <0,
Px (@)= 902, >0,

a grafici funkcija o x i Fx su

ox ()
0.2
_ X
0.2
P(X>0.2)
Fx (v)
1
X

(b) Verovatnoca trazenog dogadaja je
P(X <0.5) = Fx (0.5) = 1 — e=0205 = ] — ¢=0:1 = | — 0.9048 = 0.0952.

(¢) Na osnovu (2.13) i (2.12) dobijamo da je
PO4<X<1)=Fx (1) = Fx (04) =1—¢ 0% — (1 —¢0204) =
=008 — 702 = (.9231 — 0.8187 = 0.1044,
PX>02)=1-P(X<02)=1-Fx(02)=1~—(1-¢0202) =
= ¢70:04 = 0.9608.

[106] Slucajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu, X : E(1).
(a) Odrediti funkciju raspodele i gustinu slucajne promenljive X .
(b) Izracunati Fx (—=2), Fx (4), P(|X]| <3) i P(02<2X —-1<7).

Resenje:
(a) Funkcija gustine ¢x i funkcija raspodele Fx su
0, x<0, .
exw={ b £20 re@={, %, 150
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(b) Fx (=2) =0, Fx (4) =1 — e %~ 0.9817, a traZene verovatnoce su

PIX|<3)=P(-3<X<3)=Fx(B)—Fx(-3)=1—-e"2—-0=~0.95,
P02<2X-1<7)=P(1.2<2X <8)=P(0.6 <X <4)=Fx (4) — Fx (0.6) =
=1-e1—(1-¢6)~0.9817 - 0.4512 = 0.5305.

[107] Slucajna promenljva Y koja predstavlja kaSnjenje voza (izraZeno u satima) ima
uniformnu raspodelu, Y : U(0,2).

(a) Skicirati grafike funkcije gustine i funkcije raspodele slucajne promenljive Y. Na
grafiku funkcije gustine predstaviti P(0.2 <Y < 1.8).

(b) Kolika je verovatnoca da ée voz kasniti bar 45 minuta?

(¢) Izracunati P(Y <0.5), P(0.2<Y <1.8) i P(Y > 1.7).

Resenje:

(a) Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive Y je

0, y <0,
Fy(y)=4 % 0<y<2,
1, y > 2,
a njena gustina je
_ [0, y&(0.2)
=11 EG)
Grafici ove dve funkcije su
ey (y) Fy (v)

A

=

NN

0.2 1.8 2 ‘ 2
P(0.2<Y<1.8)

(b) Verovatnoca da ¢e voz kasniti bar 45 minuta je
PY>3)=1-PY <3)=1-F(3)=1-32=0.625.

(c) TraZene verovatnoce su P(Y < 0.5) = Fy (0.5) = %5 = 0.25.
P02<Y <1.8)=Fy (1.8) — Fy (0.2) =48 - 82 =038
=1

dok je P(Y >1.7)=1-P(Y <1.7)=1-Fy (1.7) =1 - &L = 0.15.

[108] Slucajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu, X : U(—3;5).

(a) Odrediti funkciju raspodele i gustinu slucajne promenljive X .

(b) Izracunati Fx (0), P(|X —3| <5) i P(1 <2 - X < 10).
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Resenje:

(a) Funkcija gustine ¢x i funkcija raspodele Fx su

0 z < -3
07 X ¢ (_375)7 :C+73 N ’
= — _ <
ox (z) { Ve (-35) Fx () 8 3<a <5,
8 1, x > 5.

(b) Fx (0) = %2 = 2 = 0.375, a traZene verovatnoce su

P(IX -3/ <5)=P(-5 <X —-3<5)=P(-2< X <8)=Fx(8)—Fx(-2) =
=1-=232=1-1=1=0.875,

Pl<2-X<10)=P(-1<-X<8) =P(-8<X<1)=Fx(1)—Fx(-8) =

_ 143 _1_
==-0=5=05.

[109] Slucajna promenljiva X predstavlja duzZinu rada motora izraZenu u hiljadama
sati. Neka X ima Vejbulovu raspodelu sa parametrima o =2 i § = 2.

(a) Kolika je verovatnoca da ée motor raditi bar 6 hiljada sati?

(b) Kolika je verovatnoca da ée motor raditi izmedu 2 i 3 hiljade sati?

Resenje:
(a) Funkcija gustine ¢x i funkcija raspodele Fx su

0, z <0,

ox (@) = { lze=G)’ x>0, Fx (@) = { 1—e 3" 2>,

Trazena verovatnoca je
P(X>6)=1-P(X<6)=1-Fx(6)=1—(1-e"?) =0.999877.

(b) Verovatnoca dogadaja da ¢e motor raditi izmedu 2 i 3 hiljade sati je
P2<X<3)=Fx@3)—Fx(2)=1- e T — (1 —e™1) = 0.2624802.

[110] Neka slucajna promenljiva Z ima standardizovanu normalnu raspodelu. Izracu-
nati sledece verovatnoce:

(a) P(Z <2.17) (b) PO Z<1) (¢) P(—25<2)
(d) P(1.3<Z <217) (e) P(-04<Z2<1) () P(-2<Z2<1.1)
(g) P(21 <12) (h) P(Z <4.4) (j) P(Z < -1.01)
Resenje:
Prilikom reSavanja ovog i narednih zadataka koris¢ene  ®(z) = ffoo \/% e=t/2 dt
su statisticke tablice normalne raspodele A (0,1) (vidi z | ... 007
[8]). Takode se koriste i sledec¢e osobine funkcije raspo- )
dele ®(z) slucajne promenljive sa normalnom A (0, 1) : 2
raspodelom: 21| — 0985

O(—z)=1—P(z) kao 1 ¢(|Z| < ) =2P(x) — 1. :
Dakle, ®(2.17) = 0.985.
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(a) P(Z < 2.17) = ®(2.17) = 0.985.
(b) P(0< Z < 1) = ®(1) — ®(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.
(@) P(=25<Z)=1-P(Z<—25)=1-®(-25)=1—(1-®(2.5)) =

= ®(2.5) = 0.9938.
(d) P(1.3 < Z < 2.17) = ®(2.17) — ®(1.3) = 0.985 — 0.9032 = 0.0818.
(€) P(—0.4< Z <1) = (1) — B(—0.4) = B(1) — (1 — B(0.4)) = D(1) + ®(0.4) — 1 =
= 0.8413 + 0.6554 — 1 = 0.4967.
(f) P(—2< Z < 1.1) = B(1.1) — B(—2) = B(1.1) — (1 — B(2)) = B(L1) + B(2) — 1 =
= 0.8643 + 0.9772 — 1 = 0.8415
(g) P(1Z] <1.2) =P(~12< Z < 1.2) = 3(1.2) — ®(—1.2) = &(1.2) — (1 — B(1.2)) =
= 2@(1.2) —1=2-0.8849 — 1 = 0.7698.
(h) P(Z < 4.4) = B(4.4) ~ 1
() P(Z < —1.01) = &(—1.01) = 1 — ®(1.01) = 1 — 0.8438 = 0.1562.

[111] Sluéajna promenljiva Z ima standardizovanu normalnu raspodelu. Odrediti ¢
tako da vaZe jednakosti:

(a) ®(c) = 0.9838 (b) P(Z < ¢) =0.6718 (¢c) P(c < Z) =0.121

(d) P(Z <¢)=0.1231 (e) P(—ec < Z < ¢)=0.668 (f) P(|Z] < ¢) =0.6542
Resenje:
(a) ®(c) =0.9838 = c=®1(0.9838) = 2.14 x | ... 0.04 0.05
(b) P(Z <¢) =0.6718 = . N N
c=®10.6718) = 0.445 ‘
(c) P(c < Z)( _ 0.12)1 N 04| « 0.6700 0.6736
1-P(Z<c¢)=0.121 =

1- ‘1>(cl) =0.121 = ®(c) =0.879 = Dakle, ¢ = ®~1(0.6718) = 0.445,
c=®71(0.879) = 1.17. kao aritmeticka sredina brojeva 0.44
i0.45.

(d) Kako vrednost funkcije raspodele 0.1231 ne pronalazimo u tablicama ni za jedno
¢, koristi¢emo ¢injenicu da je ®(—z) =1 — ®(x), dakle : P(Z <¢) =0.1231

= B(c)=0.1231 = 1—®(—c) =0.1231 = d(—c) = 0.8769

= —c=®"1(0.8769) = 1.16 = c= —1.16.

(e) P(~c < Z <¢)=0.668 = 2®(c) —1=0.668 = ®(c) = L5
= c=®"1(0.834) = 0.97.

(f) P(|1Z] < c) = 0.6542 = 2®(c) — 1 = 0.6542 = ®(c) = 18042
= ¢=®"1(0.8271) = 0.945.

[112] Slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N (80,10). Izracunati verovat-
noce P(X < 100), P(70 < X), P(65 < X < 100) i P(|X — 80| < 10).

Resenje:

X N(80,10) = X* =280 A(0,1).
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P(X <100) = P(£80 < 100280) — p(X* < 2) = ¢(2) = 0.9773.
P(70 < X) =P(1&80 < X80) — P(—1 < X*) =1-P(X* < —1)=
=1-®(-1)=1-(1 - (1)) =0.8413.
P(65 < X < 100) = P(92 80 < X80 < 100=80) — p(—1.5 < X* < 2) =
=®(2) — &(—1.5) = 0.9773 + 0.9332 — 1 = 0.9105.
P(|X —80[ <10) =P(-10< X —80 < 10) = P(—12 < 280 < 10) —
=P(-1<X*<1)=28(1) —1=2-0.8413 — 1 = 0.6826

[113] Pretpostavimo da pH vrednost zemljista jednog regiona ima normalnu raspo-
delu sa m =6 10 = 0.1. Ako je sa tog podrucja uzet jedan uzorak zemljista, naci
verovatnocu da uzeti uzorak ima pH vrednost

(a) dzmedu 5.9 1 6.15,
(b) wveéu od 6,
(¢) najvige 5.95.

Resenje:
Obelezimo sa X sluc¢ajnu promenljivu koja predstavlja pH vrednost zemljista. Kako
X ima normalnu raspodelu X : N(6,0.1) to X* = 2= : N(0,1).
(a) P(5.9< X <6.15) = P(3958 < 26 < 65-6) — p(—]1 < X* < 1.5) =

=P(1.5) = P(—1) =P(1.5) — (1 — P(1)) =

=0.9332 4 0.8413 — 1 = 0.7745.
(b)P(X>6)=1-P(X <6)=1-P(EZL <0 =1-P(X*<0) =

=1-®(0)=1-0.5=0.5.
(c) P(X <5.95) = P(X* < 3226 — P(X* < —0.5) = ®(—0.5) =
=1—-®(0.5) =1—0.6915 = 0.3085.

[114] Neka X ima binomnu raspodelu B(25,0.6). Izracunati verovatnoée P(X < 15),
P(20 < X) i P(10 < X < 22) koristeci aproksimaciju binomne raspodele normalnom
raspodelom.

Resenje:
X :B(25,06) n-p=25-06=15 /n-p-q=125-0.6-0.4 =6,
- X* =215 N(0,1).

V6
P(X <15) = P(X\;g15 < 822) = P(X* < 0) = 9(0) = 0.5.
PR0<X)=1-P(X<20)=1-P(X*< 205615) =1-P(X* <2.04124) =

=1—®(2.04) = 1 — 0.9793 = 0.0207.

P(10 < X <22) = P(loggf’ < X*< %) = P(-2.04124 < X* < 2.8577) =

= §(2.86) — ®(—2.04) = 0.9979 + 0.9793 — 1 = 0.9772.
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[115] Dinar se baca 400 puta. Naéi zakon raspodele slucajne promenljive X koja pred-
stavlja broj palih pisama. Koristeéi aproksimaciju normalnom raspodelom izracunati
verovatnoce

(a) da ce broj palih pisama biti veéi od broja palih grbova,
(b) da ée broj palih pisama biti najvise 185.

Resenje: Slucajna promenljiva X ima binomnu raspodelu B(400, %), n - p =400 - % =
200, /n-p-q=4/400-% -1 =+/100 = 10, , tako da X* = X329 : A/(0,1).
(a) P(X >200) =1 —P(X <200) =1—P(X* < 200200) — ] - P(X* < 0) =

=1-®(0)=0.5,
(b) P(X < 185) = P(X* < 185200) — P(X* < —1.5) = ®(-1.5) =1 — ®(1.5) =
= 0.0668.

[116] Prosecno 4 % proizvoda je $kart. Neka slucajna promenljiva X predstavlja broj
ispravnih proizvoda od 150 posmatranih. Koriste¢i Moavr-Laplasovu teoremu izracu-
nati verovatnocu

(a) da ce vise od 140 proizvoda biti ispravno,

(b) da ée vise od 5 proizvoda biti neispravno.

Resenje: Slu¢ajna promenljiva X koja predstavlja broj ispravnih proizvoda ima bi-
nomnu raspodelu B(150,0.96), p = 0.96, ¢ = 0.04, n = 150, pa je np = 144,
\/npq = V/5.76 = 2.4. Na osnovu Moavr-Laplasove teoreme X* = % ima standar-
dizovanu normalnu raspodelu, tj. A(0,1).

(a) P(X >140) =1 - P(X < 140) = 1 - P(&524 < B0y o ] — P(X* < —1.67) =
=1—-P(—1.67) = ®(1.67) = 0.9525.
(b) Primetimo da ako je X broj ispravnih proizvoda tada je 150 — X broj neisprav-

nih proizvoda i obrnuto. Zaklju¢ujemo da je dogadaj A — ,, vise od 5 proizvoda je
neispravno” jednak dogadaju B — ,, manje od 145 proizvoda je ispravno”, tj. A = B.
Dakle,

P(150 — X > 5) = P(X < 145) = P(X* < M3-144) ~ P(X* < 2.08) = ©(2.08) =
09812.

[117] Prosecno sedamdeset posto studenata trazi konsultacije za vreme rada u racun-
skom centru. Neka je u toku dana 100 studenata radilo u racunskom centru.

(a) Kolika je verovatnocéa da ée vise od polovine broja studenata traZiti konsultacije?
(b) Kolika je verovatnoca da ée broj studenata sa pitanjima biti mangi od 727

(¢) Kolika je verovatnoéa da ée broj studenata sa pitanjima biti izmedu 70 i 807
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Resenje:

p=0.7, n =100, np =170, /npg = V21, X : B(100,0.7) = X* =Z=10: N(0,1).

(a) P(X >50) =1—P(X <50)=1-P(3z2 < 2=10) =1 — P(X* < —4.3668) =
=1— ®(—4.3668) = $(4.3668) ~ 1.

(b) P(X < 72) = P(X* < 210) — P(X* < 0.436681) = $(0.436681) = 0.668

4.58
(c) P(70 < X* < 80) = P(T9=10 < £=10 < 80-70) — P(0 < X* < 2.18341) =

= $(2.18341) — ®(0) = 0.9854 — 0.5 = 0.4854.

[118] Prosecno 80% wvozaca koristi sigurnosni pojas. Saobraéajna policija je u toku
dana zaustavila 500 vozaca.

(a) Kolika je verovatnoéa da vise od 100 vozaca ne koristi pojas?
(b) Kolika je verovatnocéa da bar 300 vozaca koristi pojas?

(¢) Kolika je verovatnoca da je broj vozaca koji ne koriste pojas izmedu 100 i 1507

Resenje:

Slu¢ajna promenljiva X koja predstavlja broj vozaca koji koriste sigurnosni pojas

ima binomnu raspodelu sa parametrima n = 500 i p = 0.8. Kako je np = 400,

Vpq = v/500-0.8-0.2 = v/80 = 8.944 i X : B(500,0.8) sledi X* = £-400: A/(0,1).

(a) P(500 — X > 100) = P(X < 400) = P(X* < 42-400) = P(X* < 0) = ©(0) = 0.5.

(b) P(X >300) =1—P(X <300) =1—P(X* <3040y — 1 — P(X* < —11.18) =
=1—®(—11.18) = ®(11.18) ~ 1.

(c) P(100 < 500 — X < 150) = P(350 < X < 400) = P(250400 « X+ < 400400

=P(-559 < X <0)=®(0) — &(—5.59) =~ 0.5.

2.3 Dvodimenzionalna slucajna promenljiva

Akosu X : Q@ - R i Y : Q — R slucajne promenljive, tada uredeni par (X,Y)
nazivamo dvodimenzionalnom slu¢ajnom promenljivom.

Slu¢ajna promenljiva (X,Y) je diskretnog tipa ako su X i Y diskretnog tipa. Ako je
Rx = {x1,x2,...} skup vrednosti slu¢ajne promenljive X i Ry = {y1,yo,...} skup
vrednosti slu¢ajne promenljive Y tada je skup vrednosti slu¢ajne promenljive (X,Y")

Rxy = {(zi,yj) 1z € Rx,y; € Ry }. (2.21)
Sa p(z;,y;) ozna¢avamo verovatnocu dogadaja {w € Q: X (w) = z;, Y (w) = y; }, tj.
p(zi,y;) = P(X =, Y =y;), (2.22)
pri cemu je
Zi: %:p(X:xi,Y:yj): 1. (2.23)

Skup vrednosti slu¢ajne promenljive (X,Y) zajedno sa odgovaraju¢im verovatno¢ama
predstavlja zakon raspodele dvodimenzionalne diskretne sluc¢ajne promenljive. On se
obi¢no zapisuje u obliku tablice
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X\Y Y Y2
T1 P11 P12 s P(ﬂUl)
T2 P21 p22 -+ | p(z2) (2.24)
ply1) ply2) | 1
Uz pomo¢ marginalnih verovatnoca
p(z;) =P(X=2;) = PX=u,YeR)=>PX=u12,Y =y,)
! (2.25)
ply;) =P(Y =y;) = PY =y;,; XeR)=>PX =u,Y =y,)

i
dobijamo marginalne raspodele za X i Y

. T X9 . . Y1 Y2 e
X <p<x1> pz2) ... > v (p<y1> pl) . > (2.26)
Funkcija raspodele diskretne dvodimenzionalne sluc¢ajne promenljive se dobija na sle-
deéi nacin
Fxy(z,y) =P(X <2,Y<y)= > > P(X =uz,Y =y;) (2.27)
i<z jiy;<y
Sluc¢ajne promenljive X i Y diskretnog tipa su nezavisne ako i samo ako za sve
1,7 € {1,2,...} vazi
P(X =2;,Y =y;) =P(X =2;) P(Y =y;). (2.28)
Ako je P (X = x;) # 0 tada se uslovna verovatnoca definiSe na sledeé¢i nacin
P(X = xi,Y = yj)

P =y|X =) = X =) (2.29)
Analogno, za P (Y = y;) # 0 vazi
P(X =21, =y,
PX =iy = y)) = =2 ;) (2.30)

PY =y;)
Slucajna promenljiva (X,Y") je neprekidna dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva ako
postoji funkcija pxy : R? — R* takva da je za sve (r,y) € R?

x y
Fxy (z,y) = / dt/ exy (t,u) du. (2.31)
— 00 —0o0
Funkcija pxy se naziva funcijom gustine ili gustinom za (X,Y") i ima sledece osobine:
oxy (z,y) = 82%;7‘;3(;’1’) za sve (x,y) € R? u kojima je ¢ xy neprekidna,  (2.32)
[ de [ oxy(z,y) dy=1, (2.33)
—0o0 —0o0

b d
Pla<X <be<Y <d)=[dz[ oxy (z,y) dy, zasvea<b, c<d.  (2.34)

a c

Marginalne gustine neprekidnih sluc¢ajnih promenljivih X i Y date su sa:
(o] (o]
ex (@)= [ oxv(z,y) dyiey )= [ exv(zy)de (2.35)
— 00 — 00
Neprekidne sluc¢ajne promenljive X 1 Y su nezavisne ako i samo ako je
exy (z,y) = px (z)py (y) zasve z,y €R. (2.36).
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[119] Dwodimenzionalna slucajna promenljiva (X,Y) data je zakonom raspodele

X\v|o 1

1 6
A
, |E X
2 % =

(a) Naéi marginalne raspodele za slucajne promenljive X 1Y
(b) Ispitati nezavisnost sluc¢ajnih promenljivih X i Y.

(c) Izracunati verovatnoée P(X >0), P(X<1), P(X<1Y<2),
P(X<1,Y<2), PX=1Yy=1) i PY=1X=2).

(d) Izracunati Fxy (—1,0), Fxy (1,1.35), Fxy(2,2) ¢ Fxy (2.17,1.5).
Resenje:

(a) Skup vrednosti slu¢ajnih promenljivih X i ¥ su Rx = {0,1,2} i Ry ={0,1}
pa primenom (2.25) odgovaraju¢e marginalne verovatnoce su

P(X=0=P(X=0Y=0+PX=0Y=1)=%+%=7L,
PX=1)=P(X=1LY=0+PX=1Y=1)=2+4=1L,
P(X=2)=P(X=2Y=0)+P(X :QY—U 2 +L=4,
PY=0=P(X=0Y=0+P(X=1LY=0)+P(X=2Y=0)=

=644 1 _ 11
SE T T T ™

Mozemo nacrtati tabelu i u nju uneti dobijene

vrednosti marginalnih verovatnoca. Marginalne X\Y |0 1
verovatnoce se dobijaju sabiranjem brojeva iz ta- 0 % % %
bele i upisuju se u marginalna polja tabele. % % %
Odgovaraju¢e marginalne raspodele su 3 1| 4

0 1 2 0 1 18 18 18
XZ<774>1Y2<7 11>. 1_78%

8 18 18 8 18

(b) Kako je, na primer P(X =0,Y =0) = % =& =PX=0PY=0)

primenom (2.28) imamo da slucajne promenljive X i Y nisu nezavisne (tj.
zavisne su).

(c¢) TraZzene verovatnoce su
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PX>0)=PX=1)+P(X =2)=1,
PX<1)=P(X=0+P(X=1)=4,
PX<1LY<2)=P(X=0Y=0+PX=0Y=1)=Lt+L=7L
PX<1LY<2)=P(X=0Y=0+P(X=0Y=1)= £,

Cw o PX=LY=1) &
P(X=1Yy =1)= PV = 1) ,%7@

P(X=2Y=1) 1

P(Y =1|X =2) = ’ _ 18 _1

| PlX=2 & 1

(d) Primenom (2.27) imamo da je
Fxy (-1,00=P(X < -1,Y <0) =0,
Fxy(1,1.35) =P (X <1,Y < 1.35) =
=P(X=0Y=0+P(X=0Y=1)=%+& ==,
Fxy(2,2)=P(X <2Y<2)=
=P(X=0Y=0)+P(X=0Y=1)+
+P(X=1LY=0+P(X=1Y=1)=L+L4+2 441
Fxy (2.17,1.5) =P (X < 2.17,Y < 1.5) =

+P(X=1LY=1)+P(X=2Y=0)+P(X=2Y=1)=

=146 4,3, 4,3, 1 _
=gttt tetez=1

[120] Slucajna promenljiva (X,Y) data je zakonom raspodele X \'Y |
0
1

A== O
PN

(a) Naéi marginalne raspodele za slucajne promenljive X 1 Y.

(b) Ispitati nezavisnost slucajnih promenljivih X i Y.

(c) Izracunati Fxy (—1,0), Fxy (1,1.35), i Fxy (2,2).
Resenje:

(a) Ocigledno je Rx = Ry = {0, 1}, tako da su odgovarajuce marginalne verovat-
noce (na osnovu (2.25))

P(X:O):P(X:O,Y:O)+P(X:O,Y:1):%—ki:%,
P(X—1):P(le,Y:O)+P(X:1,Y:1):i—ki:%,
PY=0=P(X=0Y=0+PX=1Y=0=1+1=1,
PY=1)=PX=0Y=1)+PX=1Y=1)=1+4+7=3,
. . 0 1 0 1
tako da su trazene marginalne raspodele X : < 11 > i Y. ( 11 )
2 2 2 2
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$=P(X=0Y=0=3-3=P(X=0P(Y=0),
1=PX=0Y=1)=1-1=P(X=0P(Y =1),
1=P(X=1Y=0=1.1=P(X=1)P((Y =0),
1=PX=1LY=1)=1%-1=P(X=0P(Y =0),
na osnovu (2.28) imamo da sluc¢ajne promenljive X 1 Y jesu nezavisne.

(¢) Primenom (2.27) dobijamo
Fxy (-1,00)=P(X <-1,Y<0)=0,
Fxy (1,1.35) =P (X <1,Y < 1.35) =
=P(X=0Y=0+P(X=0Y=1)=1+1=1
Fxy(2,2)=P(X <2,Y<2)=
=P(X=0Y=0+P(X=0Y=1)+
+P(X=1LY=0)+P(X=1Y=1)=1+14141=7

[121] Dwodimenzionalna slucéajna promenljiva (X,Y) data je zakonom raspodele

X\Y |2 4
1 1

—~1 % :
1 (N

(a) Odrediti parametar p.

(b) Izracunati P (X <0,Y <2), P(X<0,Y <4), P(X=0,Y<4) i
P(X>0,Y =4).

(¢) Izracunati Fxy (1.1,2.5), Fxy (0.5,5.5), Fxy(0.5,3) i Fxy(4,5).

(d) Naéi marginalne raspodele za slucajne promenljive X 1Y . Ispitati nezavisnost
slucagnih promenljivih X 1Y .

Resenje:

(a) Na osnovu (2.23) imamo da treba da vazi  + % + & +p+ 1 = 1, odakle sledi da
. 1
jep=735.

(b) Trazene verovatnoce su

P(X<0,Y<2)=P(X=-1Y=2)+P(X=0Y=2)=1+1=2
P(X<0,Y<4)=P(X=-1Y=2)=1,
P(X=0,Y<4)=P(X=0Y=2)=1,
P(X>0,Y=4)=P(X=0Y=4)+P(X=1Y=4)=1+1=1



(¢) Primenom (2.27) imamo da je
Fxy (1.1,25) =P(X < 1.1,Y < 2.5) =
=P(X=-1Y=2)4P(X=0Y=2)+P(X=1,Y=2)=P(Y =2)=2,
Fxy (0.5,5.5) =P (X < 0.5,Y <5.5) =
=P(X=-1,Y=2)4P(X=-1,Y=4)+P(X=0,Y =2)+
+P(X=0Y=4)=P(X=-1)+P(X=0)=3+5 =3,
Fxy (05,3) =P (X <05,Y <3)=P(X =—1,Y =2) +
+P(X=0Y=2)=1+5=32,
FX’y(4,5):P(X<4,Y<5):
=P(X=-1Y=2)+4PX=-1Y=4)+P(X=0Y=2)+
+P(X=0,Y=4)+P(X=1Y=2)+P(X=1Y=4)=
1 1
=i+st+tstst+0+3=1
(d) Skupovi vrednosti za sluc¢ajne promenljive X i Y su redom Rx = {-1,0,1} i
Ry ={2,4}. Primenom (2.25) dobijamo da su marginalne verovatnoce

PX=-1)=PX=-1,Y=2)+P(X=-1,Y=4) = 4+8— )
NXZ)ZP(_myzm+Pu=mY=@=§+8—§
PX=1)=P(X=1Y=2)+P(X=1Y=4)=0+1=1,

PV =2)=P(X=-1,Y=2)+P(X=0,Y =2)+P(X =1,V =2) =
=i+3+0=3,
PY=4)=P(X=-1,Y=4)+P(X=0,Y=4)4+P(X=1LY=4)=
=s+s+13=3,
tako da su traZene marginalne raspodele

-1 0 1 . 2 4
8 24 3 8 8

Kakoje P(X =1,Y =2)=0# .3 =P (X =1)P(Y =2) primenom (2.28
3°%

imamo da slu¢ajne promenljive X i Y nisu nezavisne.

[122] U kutiji se nalazi 13 kuglica oznacenih brojevima 1,2, ...,13. Na sluéajan nacin
je izvucena jedna kuglica. Slucajna promenljiva X wuzima vrednost jedan ako je izvu-
cen paran broj, a vrednost nula ako je izvucen neparan broj. Slucajna promenljiva Y
predstavlja ostatak pri deljenju izvucenog broja sa tri.

(a) Naéi zakon raspodele za dvodimenzionalnu slucajnu promenljivu (X,Y).
(b) Naéi marginalne raspodele i ispitati nezavisnost slucajnih promenljivih X Y.

(¢) Izracunati Fxy (0,1.5), Fxy (1.2,14), Fxy (0.5,4) 14 Fxy (5,6).

Resenje:
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(a)

Na osnovu uslova zadatka imamo da je Rx = {0,1} skup vrednosti slu¢ajne
promenljive X. Kako slu¢ajna promenljiva Y predstavlja ostatak pri deljenju
izvucenog broja sa tri, njen skup vrednosti je Ry = {0,1,2}. Na osnovu (2.21)
imamo da je Rxy = {(i,7) : i € {0,1},7 € {0,1,2}} skup vrednosti slucajne
promenljive (X,Y) . Oznac¢imo sa A; dogadaj da je iz kutije izvucena kuglica
sa brojem i, i € {1,2,...,13}. Kako se iz kutije bira jedna kuglica na sluc¢ajan
na¢in imamo da je P (4;) = £5. Kako je

P(X =0,Y =0) =P (43 + Ag) = P(43) + P (4g) = 2,

(X =0,Y =1) =P (A, + A7 + A13) = P (A1) + P (A7) + P (A13) = 2,
(X =0,Y =2) =P (A5 + A1) = P (45) + P (411) = 2,
P(X =1,Y =0) =P (4 + A12) = P (4g) + P (412) = 2,
(X=1Y=1)=P(As4+ A1g) =P (A4) + P (A1) = %a

P(X=1,Y=2)=P(4Ay+ A4s) =P (42) + P (4s) 13,
trazeni zakon raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive je
X\v|o 1 2

0 |3 15 B
1 2 2 2
13 13 13

Primenom (2.25) dobijamo marginalne verovatnoce
PX=0=P(X=0Y=0+P(X=0Y=1)+P(X=0Y=2)=1L,
PX=1)=P(X=1Y=0)+P(X :1Y_1)+P( =1Y =2)=3,
PY=0=P(X=0Y=0+PX=1Y=0)= —3
PY=1)=P(X=0Y=1)+P(X=1Y=1)=3,
PY=2)=P(X=0Y=2+P(X=1Y=2)=,

tako da su traZene marginalne raspodele

0 1 . 0o 1 2

13 13 13 13 13
KakojeP(X =1,Y =2) = %#i.i: (X =1)P (Y = 2) primenom (2.28)
imamo da sluc¢ajne promenljive X i i
Fxy (0,15)=P(X <0,Y <1.5) =

Fxy(12,14)=P(X <12,Y < 1.4) =

—P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y =1)4P(X =LY =0)+P(X =1,Y =1) =

-2 43,2 4,2 _ 9
“ntutatt =i

Fxy (05,4)=P(X <05,Y <4) =

=P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y=1)4+P(X =0,V =2) =

=fta a1

Fxy (5,6)=P(X <5Y <6)=

=P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y=1)4+P(X =0,V =2)+
FP(X=1LY=04P(X=1Y=1)+P(X=1Y=1)=
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— 2.3 .2 _ 2 /2 2_
713+13+13+13+13+1371'

[123] Pera izvlaci jednu kuglicu iz kutije u kojoj se nalazi sedam kuglica oznacenih
brojevima 3, 4, 5, 6, 7, 8 i 9. Ako je izvucen broj deljiv sa tri, dobija jedan poen,
ako je izvucen broj deljiv sa cetiri, dobija dva poena, a u ostalim slucajevima dobija tri
poena. Slucajna promenljiva X predstavlja broj poena koje je Pera osvojio. Slucajna
promenljiva Y uzima vrednost nula ako je izvucen paran broj, a vrednost jedan ako je
izvucen neparan broj. Naci zakon raspodele slucajne promenljive (X,Y). Izracunati
verovatnoée P (X =1Y =0), PY =0/X=3) i P(X<3,Y=0).

Resenje: Rx ={1,2,3} i Ry = {0,1} su skupovi vrednosti za slu¢ajne promenljive
X 1Y, redom. Primenom (2.21), Rxy = {(4,4) : i € {1,2,3}, j € {0,1}} je skup
vrednosti slu¢ajne promenljive (X,Y). Oznacimo sa A; dogadaj da je Pera iz kutije
izvukao kuglicu na kojoj je broj i, ¢ € {3,4,5,6,7,8,9}. Tada su odgovarajuce
verovatnoce slu¢ajne promenljive (X,Y)

P(X=1Y =0)=P(4) = 1,

P(X=1Y=1)=P(A3+Ay) =2
P(X_2Y_o)_P(A4+A8)=§,
P(X=2Y=1)=
P(X = 3Y—O)
P(X = =1)= (A5+A7)=%7
X\Y 0 1| P(X=19)
1 1 2
77
tj. trazeni zakon raspodele je 2 % 0
3 0o 2 2
7 7
TET I
Trazene verovatnocée su
PX=1Y=0 3% ,
P(X=1Y =0) = 7 _1
P(X=3Y=0) 0
(¥ =0X =3) = —Frg— =7 =0
P(X<3Y=0=P(X=1LY=0+P(X=2Y=0=1+2=2

[124] Aca baca dva puta kockicu za igru ,Ne ljuti se covece”. Neka je X broj poja-
vljivanja broja deljivog sa tri, a 'Y broj pojavljivanja broja tri. Naci zakon raspodele
slucagne promenljive (X,Y). Ispitati nezavisnost slucajnih promenljivih X 1Y .
Resenje: Oznacimo sa w;; dogadaj da su se u prvom, odnosno drugom bacanju kockice
pojavili brojevii i j i ,J € {1 2,3,4,5,6}. Bacanja kockica su medusobno nezavisna
tako da je P (w;;) = =572 svako i,7€{1,2,3,4,5,6} . Skup vrednosti sluc¢ajne
promenljive (X,Y) j

o UﬂH

E
Rxy ={0,7): 1,7 €{0,1, 2}}, a ogovarajuce verovatnoce su
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P(X=0Y =0) =P(wi1 +wi2 + wia + wis + wa1 + waz + wog + was + w1 + waa+
+wag + was + ws1 + ws2 + Wsa + wss) = %7
P(X=0Y=1)= 0

P(X=0,Y=2)=
PX=1Y=0)= P(ww + wag + wae + w6 + we1 + wez + Wes + Wes) = 2
PX=1LY=1)= P(wm + woz 4 waz + w3 + wa1 + wa2 + Wi + w3s) = 2=
P(X=1Y=2)=0,
P(X =2,Y =0) = P(wes) = o,
P(X=2Y=1)=P(wss +wes) = %7
_ _ oy _ _ 1
P(X=2Y=2)=P(ws3) = 5.
Zakon raspodele slu¢ajne promenljive (X,Y) je
X\Y 0 1 2| PX=9)
0 20 0 38
1 5% 3 O 36
2 4
2 % 3% 3% 36
—_ N 25 10
PY=)]% B & 1
Kakoje P(X =1,Y =2)=0# 1. L = P(X =1)P(Y = 2) na osnovu (2.28) sledi

da slucajne promenljive X i Y nisu nezavisne.

[125] Neprekidna slucajna promenljiva (X,Y) data je gustinom

1
_ §(6—£L'—y), $€[0,2],y€[2,4],
pxy (2,y) = { 0, inace

(a) Izracunati verovatnoée P(X < 1,25 <Y < 3.5), P(0.5 < X <15 Y < 3) i
P(X >1,Y > 3).

(b) Izracunati Fxy (1.2,3.2), Fxy (0.5,3.5), Fxy (=1,-2), Fxy (0.5,5), 1
Fxy (6,06).

(¢) Naéi marginalne gustine za X 'Y 1 ispitati njihovu nezavisnost.

Resenje: (a) Primenom (2.34) dobijamo

135 1 35
P(X<1,25<Y <35) =[ [§6—2—y)dedy=[dx [ §(6—z—y)dy
025 0 25
_lj (6 yz)‘3'5d _1}(3 )d —
=5/ y-—wy =), xiso z)dx =



Sli¢no dobijamo i

15 3 15 3
PO5< X <15Y<3) = f§(6—m—y)da:dy=f de [1(6 —x —y)dy
05 2 2
15 o\ (3 15
=1 6y—my—%>‘ dr =1 [(35—x)de =
0.5 0.5
1;2
=& (350 - )| " =03125

Analogno prethodnim sluéajevima dobija se
P(X >1,Y >3)= ff 6 — 2z —y)dedy = 0.125.

(b) Koristeci definiciju neprekidne dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (2.31) do-
bija se

1.2 3.2 12 32
Fxy(1.2,32) = [ [i6—2—y)dedy= [ dz [ 1(6—2—y)dy
0 2 0 2

2 .

1. 2N (3.2 1.2
17 6y—xy—y7)‘2 dr =g [ (408 —1.20)dr =

0

1.2
(4.08x - 1.2L2) ‘0 —0.312.
Sli¢no je i

Fxy (0.5,3.5) = f f% (6 — x — y) dedy = 0.28125,
0 2

-1 —2 2 4
Fxy (-1,-2)= [ [ Odazdy =01 Fxy (6,6) ff% —x —y)drdy = 1.
—00 —00 0 2
35). Gustina neprekidne sluc¢ajne

(¢) Marginalne gustine odredujemo primenom (2.
promenljive X je nula za x ¢ [0,2], a za z € [0,2] je:

4 2y (4
px (@) = [ 26—~ y)dy =+ (6y— oy — & )|, = 16— 20) = 43— ).
2
Gustina neprekidne slu¢ajne promenljive YV je nula za y ¢ [2,4], a za y € [2,4] je:

2 , 2
v ()= [ 36— —y)da =1 (62— & —yz)| =1010-2) = 16—y
0
Nezavisnost slu¢ajnih promenljivih X i Y ¢emo proveriti koristeéi uslov (2.36), a kako
on nije ispunjen za sve (z,y) € R?, slu¢ajne promenljive X i Y nisu nezavisne (zavisne
su).

[126] Neprekidna slucajna promenljiva (X,Y) data je gustinom
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>
1=

\

0
(a) Izracunati verovatnocu P(0.2 < X < 0.5,Y < 0.5),
(b) Izracunats FXY (0.5,0.2), FXY (0.5,0.5), FXY (—1,—1), FXY (1.1,1.2),
Fxy (0.5,1.2) i Fxy (0.5,0.7).

Resenje:
( ) Primenom (2.34) dobijamo (vidi sliku)

P(0.2 < X <0.5, Y<05
0.5 0.5

y=1—x
//dedy—/da:/Zdy—
02 0 05 -
:2/y|0' dx /dxfx|02:03

0.2 0.2 OO RRG -
(b) Na osnovu (2.31) je slika 3.
0.50.2 05 0.2 0.5
= [ da [2dy=2 [ 0.2dv = 0.4z(3° =0.2.
0 0 0

ny(05 02 f f le‘
0o 0
Sliéno jei Fxy (0 5, 0. 5)

OHO

5 0.5
f 2dxdy = 0.5, kaoi
0

-1 -1
ny(—l,—l): f f dedy:()

—0o0 —00
Za izra¢unavanje sledece tri vrednosti, Fyy (1.1,1.2), Fxy (0.5,1.2) i Fxy (0.5,0.7),
odredimo najpre oblasti integracije D C R? nad kojima treba izra¢unati vrednost
dvostrukog integrala datog u definiciji (2.31). TraZene oblasti D dobijaju se u preseku
beskona¢nih pravougaonika sa oblasti T', na kojoj je gustina ¢ xy razli¢ita od nule, i
prikazane su na slede¢im graficima, respektivno.

Yy Yy Yy
1.2 e ; 1.2 e ;
y=1—x
0.7
; _P\ 0.5 > 0.3 0.5 >
slika 1. slika 2. slika 3.
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11—z 1 1—z

1
Fxy (1.1,12)= [ [ 2dady= [dz [ 2dy=2[(1—2x)d
0 0 0 0 0

=2 (o~

1\:)
H

)‘ — 1. (vidi sL1)

Fxy (0.5,1.2) :(;f 10f$ dxdy = f dxlfody—Zf 1—x)dx
=2 (x )‘ U= 0.75. (vidi s1.2)
&Ymm7:gdf2@+fM73@_
=2 ?’ 0.7dz + 20£ (1 - 2)dz = 0.66. (vidi sL.3)

[127] Nezavisne slucajne promenljive X 1Y date su gustinama

(2) = 1 zelle () = 2(1—-vy), ye€]l0,1]
PXIZN 0, wg,e 0 VYT 0,  y¢l0,1]

Nadéi funkciju raspodele dvodimenzionalne slucajne promenljive (X,Y).

Resenje: Zbog nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih X i Y, na osnovu (2.36) dobijamo
da je gustina sluc¢ajne promenljive (X,Y):

Q;ﬁ, (z,y) € [1,e] x [0,1]

‘pXY(x’y):{ 0, (z,y)¢1,e]x0,1].

oy
Za x <1V y <0naosnovu (2.31) je Fxy (z,y) = [ [ Odady =0.

—0o0 —00

Zazx € (le]iy>1je

Fxy (z,y) =

z Y z Y z o\ |Y
Fxy (wy) =] [ Z2dtdu=2[dt [ du=2] 3 (u— )| dt=
10 1 0 1 0

2\ Z 2 z
=2(y-4) [ =2(y- %) Wt = @y -y Ina.

ﬁ‘
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e 1
Ako je > e iy > 1 dobija se Fxy (z,y) = [ [ 2_—nydxdyzl.
10

Sumiranjem prethodnih zaklju¢aka dobijamo funkciju raspodele slu¢ajne promenljive
Y

0, x € (—00,1] Vy € (—00,0],
2ylnz —y?’Inz, (x,y) € (1,¢] x (0,1],
Fxy (x,y) = Inx, (z,y) € (L,e] x (1,00),
2y —y?, (z,y) € (e, 00) x (0,1],
1, (z,y) € (e,00) x (1,00).

2.4 Transformacije i brojne karakteristike slucajnih promenljivih
Transformacije slucajnih promenljivih

Neka je X slucajna promenljiva i neka je g funkcija koja preslikava R u R. Tada
je Y = g(X(w)), krace pisemo Y = ¢g(X), slu¢ajna promenljiva koja je dobijena
transformacijom slucajne promenljive X.

Ako je X diskretnog tipa sa zakonom raspodele
€ x2 . T .

X: , 2.37
( p(z1) plz2) ... plam) ... > (2.37)
tada je ocigledno Y = ¢(X) takode slufajna promenljiva diskretnog tipa. Neka je

Ry = {y1, 2, ...} skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y, tj.
g:{x1,x2,...} = {y1,92,...}. (2.38)
Sa p(y;) ozna¢avamo verovatnocu dogadaja ¢iji se elementi preslikavaju u y;, tada je
ply)) =P =y;)= > plz)= > PX=umz). (2.39)

i:g(zi)=y; i:g(zi)=y,
Tada je zakon raspodele slu¢ajne promenljive Y dobijene transformacijom slucajne

promenljive X
Y1 Y2 . Yk .
Y: . 2.40
(otmy ooy oo ) (240
Ako je X neprekidnog tipa, sa funkcijom gustine ¢x i funkcijom raspodele Fx, i g
monotono rastu¢a neprekidna funkcija, tada je

Fy (y) =Fx (97 (y)) . (2.41)

ey () =¢x (97 (W) - (97 (). (2.42)

Ako je X neprekidnog tipa, sa funkcijom gustine ¢x i funkcijom raspodele Fx, i g
monotono opadajuc¢a neprekidna funkcija, tada je

Fy (y)=1-Fx (97(y)) . (2.43)

ey (y) = —ex (97 () - (97 (v))"- (2.44)
Ako je (X, Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog tipai g : R? — R,
tj. g(x,y) = z, tada slu¢ajnu promenljivu (X, Y) transformiSemo u jednu sluc¢ajnu
promenljivu, Z = g(X,Y), ¢ji je skup vrednosti Rz = {z1, z2,...}, tj.

g ZRX’Y — {21,22,...}, (245)

a odgovarajuce verovatnoce

85



p(zi) =P (Z =2z) = > P(ffiayj)~

.7 g(@i,y;) =2k

Brojne karakteristike slucajnih promenljivih

Matematicko oc¢ekivanje E (X) slu¢ajne promenljive X je broj definisan sa

Soa p(xi) , X diskretna slu¢ajna promenljiva
E(X)= 0o "
[ z¢x (x) dv , X neprekidna slu¢ajna promenljiva
—0o0

pod uslovom da odgovarajuéi red, odnosno inetegral apsolutno konvergira.
Za matematicko ocekivanje vaze sledeé¢e osobine
E(¢) =¢, gdeje ¢ konstanta.
E(X+4+Y)=E(X)+E(Y),zasve sluajne promenljive X i Y.
E(cX)=cE(X), gdeje ¢ konstanta.
Akosu X i Y nezavisne sluajne promenljive, tada je
E(XY)=E(X) E(Y).
Ako je Y = g(X) transformacija slu¢ajne promenljive X tada je
Sog(xi) pla;) , X diskretna sluéajna promenljiva
E(Y) =4 = | | )

| g(x) ¢x (z) dv , X neprekidna slu¢ajna promenljiva

U specijalnom sluc¢aju, Y = X vazi
S ad play) , X diskretna slufajna promenljiva
E(Y)=4q =’ | | )

| z* ox () de , X neprekidna slufajna promenljiva
E (X k), k € N se nazivaju momenti reda k slu¢ajne promenljive X.
Disperzija D (X) slu¢ajne promenljive X je definisana sa

D(X)=E ((X - E(X))Q) .
Cesto se za nalazenje disperzije koristi izraz
D(X)=E(X?) —E(X)*.

(2.46)

(2.47)

(2.48)
(2.49)
(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

Standardno odstupanje sluc¢ajne promenljive se definise kao kvadratni koren disperzije.

Za disperziju vaze sledeée osobine
D(c) =0, za svaku konstantu c.
D(X) > 0.

D(cX)=c? D(X), gdeje c konstanta.

D(X +¢)=D(X), gdeje ¢ konstanta.
Za nezavisne slucajne promenljive X i Y je¢ D(X+Y)=D(X)+D(Y).
Ako slucajna promenljiva X ima binomnu B(n, p) raspodelu tada je

E(X)=mnnp, D(X)=npgq.

Ako slu¢ajna promenljiva X ima Poasonovu P(\) raspodelu tada je
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E(X) =)\, D(X)=A\. (2.62)

Ako slu¢ajna promenljiva X ima geometrijsku G(p) raspodelu tada je
(X

E(X) =1, D(X)= (2.63)
Ako slu¢ajna promenljiva X ima uniformnu U(a, ) raspodelu tada je
E(X) =, D (X) = L38- (2.64)
Ako slu¢ajna promenljiva X ima eksponencijalnu £(a) raspodelu tada je
E(X)=1, D(X)=2. (2.65)

Ako slu¢ajna promenljiva X ima normalnu N (m, o) raspodelu tada je
E(X)=m, D(X)=o0%. (2.66)

[128] Slucajna promenljiva X data je zakonom raspodele X : ( (;411 035 041 ) .
NekajeY =2X +3, Z=X? i T=X3-X2

(a) Naéi zakon raspodele za slucajne promenljive Y, Z i T.

(b) Izracunati matematicko ocekivanje za slucajne promenljive X, Y, Z i T.

(¢) Izracunati disperziju za slucajne promenljive X, Y, Z i T.
Resenje:

(a) Primenom (2.38) imamo da je Ry = {1,9,11} skup vrednosti slu¢ajne promen-

ljive Y = 2X + 3. Korigéenjem (2.39) dobijamo da su traZene verovatnoce

P(Y=1)=P(X=-1)=04, P =9)=P(X=3)=05,
P(Y=11)=P(X =4)=0.1,

. L. ) 1 9 11
tako da je trazeni zakon raspodele Y : < 04 05 0.1 > .

Za slu¢ajnu promenljivu Z = X? imamo da je Rz = {1,9,16} njen skup vred-
nosti, pa primenom (2.39) dobijamo da su odgovarajuce verovatnoce

P(Z=1)=P(X=-1)=04, P(Z=9)=P(X=3)=0.5,
P(Z=16)=P(X =4)=0.1,

. i . ) 1 9 16
tako da je zakon raspodele slu¢ajne promenljive Z : < 04 05 0.1 ) .

Analogno, za slu¢ajnu promenljivu 7' = X2~ X? imamo da je Rt = {—2, 18,48},
a odgovarajuce verovatnoce su

PT=-2)=P(X=-1)=04, P(T=18)=P(X =3)=0.5,

P(T =48) =P (X =4) = 0.1,

i trazena slu¢ajna promenljiva je T : < —2 1848 )

0.4 0.5 0.1

87



(b) Prvo ¢emo izrac¢unati matematicko ocekivanje za sve date slu¢ajne promenljive

primenom (2.47)

E(X)=-1-04+3-05+4-0.1=1.5,

E(Y)=1-0449-0.54+11-0.1 =6,

E(Z)=1-04+9-0.5+16-0.1 =6.5,

E(T)=—2-04+18-0.5+48-0.1 = 13.
Korig¢éenjem osobina (2.49), (2.50) i (2.53) matematickog ocekivanja, zadatak
moZemo uraditi i na drugi nac¢in3

E(Y)=E(2X+3)=2E(X)+3=2-1543=6,

E(Z)=E(X?) =(-1)?-04+43%-05+4%-0.1 =6.5,

E(T)=E(X®-X?) =E(X% —E(X?) =

=(-1)3-04+3%05+4%-0.1 - 6.5=13.

(c) Koriséenjem (2.55) i (2.53) imamo da je

D(X)=E(X?) —E(X)" =6.5—15%=4.25,
D(Y) :E(YQ) E(Y :(12-0.4+92-o.5+112-0.1)—62:17,
D(Z) =E(Z?%) - =(12-04+92-0.5+16% - 0.1) — 6.5% = 24.25,

D(T)=E(T?) —E (T)2 = ((—2)?-0.4+18%-0.5+48%-0.1) — 13% = 225.

Za slucajne promenljive Y i Z ¢emo izracunati disperziju i na drugi nacin, kori-
steci osobine disperzije (2.58) i (2.59) i osobinu matematickog o¢ekivanja (2.53),

D(Y)=D(2X +3) =22 D(X) = 4-4.25 = 17,
D(2)=D (X =E((X)?) —E(X?)* =E(X*) ~E(X?)" =
=((-1)*-0.4+3*-0.5+4%-0.1) — 6.5 = 24.25.

[129] Slucajna promenljiva X data je zakonom raspodele
-2 -1 0 1 2
X ( 0.1 02 04 02 0.1 )
(a) Izracunati verovatnoée P (X < 0.5), P2X+1<3), P(X?<12)
P2-X<-1).

(b) Naéi zakon raspodele za slucajnu promenljivu Y = X? i slucajnu promenljivu
Z=X?+1.

(¢) Izracunati matematicko ocekivanje i disperziju za sluéajne promenljive X, Y
i Z.

30vaj natin je prikladan za izradunavanje matematickog ocekivanja slu¢ajnih promenljivih &je
zakone raspodela nemamo, a one su dobijene transformacijom slu¢ajne promenljive ¢ije ocekivanje je
poznato.
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Resenje:

(a)

(b)

Trazene verovatnoce su
P(X<05)=P(X=-2)+P(X=-1)+P(X=0)=0.7,
PR2X+1<3)=PX<1)=PX=-2)+P(X=-1)+P(X =0)=0.7,
P(X?<12)=P(-12<X<12)=

=P(X=-1)4P(X=0)+P(X =1)=038,
P2-X<-1)=P(X >3)=0.

Primenjujuéi (2.38) dobijamo da je Ry = {0, 1,4} skup vrednosti slu¢ajne pro-

menljive Y, pa primenom (2.39) izra¢unavamo potrebne verovatnoce
PY=0)=P(X=0)=04,
PY=1)=P(X=-1)4P(X=1)=0.2+40.2=04,
PY=4)=P(X=-2)+P(X=2)=0.14+0.1=0.2,

. - ) 0o 1 4
tako da je trazeni zakon raspodele Y : ( 04 04 02 ) .

Analogno, dobijamo da je Rz = {1, 2,5} skup vrednosti slu¢ajne promenljive Z,
a odgovarajuce verovatnoce su
P(Z=1)=P(X =0)=04,
P(Z=2)=P(X=-1)4+P(X=1)=02+4+02=04,
P(Z=5)=P(X=-2)+P(X=2)=0.140.1=0.2,

. . . ) 1 2 5
tako da je zakon raspodele sluc¢ajne promenljive Z : ( 04 04 02 ) .

Primenom (2.47), (2.53) i (2.55) ra¢unamo matematicko ocekivanje i disperziju
za slucajne promenljive X, YV i Z
E(X)=-2-01-1-02+4+0-04+41-02+2-0.1=0,
E(X?) =(-2)?-01+4(-1)%-0240%-04+12-0.2+22.0.1 = 1.2,

D

E(Y)=0-044+1-044+4-02=1.2,

E(Y?)=0%-04+1%-04+4%.0.2 = 3.6,

D(Y)=3.6—122=2.16,

E(Z)=1-04+2-04+5-02=22,

E(Z%) =1%-04+22-04+5%-02=7,
D(Z)=17-2.2%=2.16.

Koristedi (2.48), (2.49) i (2.59) matematicko oc¢ekivanje i disperziju slu¢ajne pro-

menljive Z moZemo izracunati i na drugi nacin
E(Z)=E(X?+1)=E(X*)+1=12+1=22,
D(Z)=D(X?+1)=D(X?)=D(Y) = 2.16.

[130] Slucajna promenljiva X je data zakonom raspodele X : (

— _
2

).

H
wlw O
ool [
oo

1
8 8

Izracunati zakon raspodele, matematicko ocekivanje i disperziju slucajne promenljive
Y =sin X.
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Resenje:  Skup vrednosti sluc¢ajne promenljive Y je Ry = {—1,0,1}, a odgovarajuce
verovatnoce ra¢unamo primenom (2.39).

P(Y=-1)=P(X=-%)=1,
PY=0=PX=-m+P(X=0+PX=m) =5,

PY=1)=P(X=2)=

-1 0 1

tako da je traZeni zakon raspodele Y : < 16 1 ) .
8 8 8

+

NE]

?

ool

Dalje, imamo da je E(Y)=—2+ 1+ =0, E(Y?) =4

[131] Strelac promasuje metu sa verovatnocom %.

(a) Ako strelac gada u metu 100 puta, naci matematicko ocekivange i disperziju slu-
cagne promenljive X koja predstavlja broj promasaja.

(b) Naéi matematicko ocekivange i disperziju slucajne promenljive Y kojom se moZe
aproksimirati slucajna promenljiva X iz ovog zadatka.

(¢) Ako strelac gada u metu dok ne promasi, naé¢i matematicko ocekivange i disperziju
slucagne promenljive Z koja predstavija broj gadanja.

(d) Strelac gada metu dok ne promasi. Slucajna promenljiva T uzima vrednost 1 ako
je strelac promasio metu u parnom po redu gadanju, a vrednost —1 ako je strelac
promasio metu u neparnom po redu gadanju. Nacéi matematicko ocekivanje 1
disperziju za slucajnu promenljivu T .

Resenje: Strelac promasuje metu sa verovatnoé¢om p = %, a pogada sa verovatnoc¢om
19

4= 35

(a) Slu¢ajna promenljiva X ima binomnu B(100, 55) raspodelu tako da na osnovu

(2.61) imamo da je E(X) =100 % =5 i D(X)=100- % 32 =12

(b) Primenom (2.8) imamo da za A = 100 -
Poasonovu P(5) raspodelu tako da je (vidi

= 5 slucajna promenljiva Y ima
62)E(Y)=5 1 D(Y)=5.

1 1o
(2.63) sledi da je E(Z) = +— =20 i D(Z)= -5~ = 380.
20 202

1
20
(2
(c) Slucajna promenljiva Z ima geometrijsku G (%) raspodelu, tako da na osnovu
) =

(d) Ocigledno je Ry = {—1,1} skup vrednosti slu¢ajne promenljive T, a odgovara-
juée verovatnoce su

P(I=-1)=P(Z=1)+P(Z=3)+P(Z=5)+ =
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-1 1
tako da slucajna promenljiva T ima zakon raspodele ( 2 ) , a traZene

39 39
numericke karakteristike su

_ 20 19 _ 1 2\ _ 20 19 _ 1\2 _ 1520
E(M)=-%+3%5=—3 E(X?)=%5+35=1 DX)=1-(-5)" =&t

[132] Dwe masine nezavisno jedna od druge proizvode istu vrstu proizvoda. Slucajna
promenljiva X predstavlja broj Skartova u toku jednog dana na prvoj masini, a slucajna
promenljiva Y broj skartova na drugoj masini. Zakoni raspodela za X 1Y su

w0128 0 1 2
"\ 01 06 02 01 )’ 05 03 0.2 )

(a) Naéi zakone raspodela za slucajne promenljive Z = X2, T =2Y+1, U = X+Y
1V =XY.

(b) Izracunati matematicko ocekivange i disperziju za X, Y, Z, T, U i V.

Resenje:

(a) Primenom (2.38) i (2.45) dobijamo da su Rz ={0,1,4,9}, Ry ={1,3,5},
Ru ={0,1,2,3,4,5} i Ry = {0,1,2,3,4,6} skupovi vrednosti za sluc¢ajne
promenljive X, Y, Z, T, U i V, redom.

Za slu¢ajnu promenljivu Z = X? primenom (2.39) dobijamo odgovarajuée vero-
vatnoce
P(Z=0)=P(X=0)=0.1, P(Z=1)=P(X=1)=0.6
P(Z=4)=P(X=2)=02, P(Z=9)=P(X=3)=0.1

o

1 4 9
tako da je trazeni zakon raspodele Z : .
0.1 0.6 0.2 0.1

Primenom (2.39) dobijamo da je
P(I'=1)=P(Y=0)=05, PT'=3)=P(Y=1)=0.3
P(T=5=P(Y =2) =02,

tako da je trazeni zakon raspodele T : ( ! ¥ b )

0.5 0.3 0.2
Kako su X 1Y nezavisne slu¢ajne promenljive, primenjujuéi (2.46) dobijamo
traZene verovatnoce
PU=0)=P(X=0,Y=0)=P(X=0)P(Y =0)=0.1-0.5=0.05,
PU=1)=P(X=0,Y=1)+P(X —1 Y=0)=
=PX=0PY¥Y =1)+P(X=1)PY —0)—01 0.340.6-0.5=0.33,
PU=2)=P(X=0,Y=2)+P(X=1Y=1)4+P(X=2,Y=2)=
=0.1-0240.6-0.34+0.2-0.5=0.3,
PU=3)=P(X=1,Y=2)+P(X=2Y=1)+P(X=3Y=0)=
=06-0.2402-0.34+0.1-0.5=0.23,
PU=4)=P(X=2Y=2)+P(X=3Y=1)=
=0.2:-0.240.1-0.3 =0.07,
PU=5=P(X=3Y=2)=01-02=0.02,
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0 1 2 3 4 )
0.06 033 0.3 0.23 0.07 0.02

i trazeni zakon raspodele je U : (

Analogno, za slu¢ajnu promenljivu V' primenom (2.28) dobijamo traZene vero-
vatnoce
PV=0)=PX=0Y=0+P(X=0,Y=1)+P(X=0,Y=2)+
+P(X=1LY=0+PX=2Y=0)+P(X=3Y=0)=
=0.1-054+0.1-034+01-02+06-0.5+0.2-0.54+0.1-0.5=

= 0.55,
PWV=1)=P(X=1Y=1)=06-0.3=0.18,
P(V=2=P(X=1,Y=2)+P(X=2Y=1)=06-02+02-0.3=0.18,
P(V=3)=P(X=3Y=1)=0.1-0.3=0.03,

(V=4)=P(X=2Y =2)=02-02=0.04,

p
P(V=6)=P(X=3Y=2)=0.1-0.2=0.02,

i trazen zakon raspodele slu¢ajne promenljive

0 1 2 3 4 6
0.55 0.18 0.18 0.03 0.04 0.02 )~

(b) Koristedi (2.47), (2.53) 1 (2.55) dobijamo traZzene numericke karakteristike
E(X)=06+04+0.3=1.3,
E(X2) =0.6+08+09=23,
E(Y)=03+04=0.7,
E(Y?) =03+08=11,
E(Z)=06+08+0.9=2.3,
E(Z%) =0.6+0.32+0.9 = 1.82,
E(T)=05+09+1=24,
E(T?) =05+2.7+5=282,
E(U)=10.33+0.6+0.69+0.28+0.1=2,
E(U?) =0.33+1.2+2.07+1.124 0.5 = 5.22,
E(V)=0.18+0.36+0.09+0.16 4+ 0.12 = 0.91,
E(V?) =018+ 0.72+0.27 + 0.64 + 0.72 = 2.53,
D(X)=0.61, D(Y)=061, D(Z) =061,
D(T)=244, D(U)=122, D(V)=17019.
Primenom osobina (2.48), (2.49), (2.51) i (2.50) matematickog oc¢ekivanja izra-
¢unac¢emo matematicko ocekivanje za sluc¢ajne promenljive T, U i V.
E(T)=EQY +1)=2E(Y)+1=2.0.7+1=24,
E(U)=E(X+Y)=E(X)+E(Y)=13+0.7=2,
E(V)=E(XY)=E(X) E(Y)=13-0.7=0.91.
Primenjujuéi (2.58), (2.59) i (2.60) izra¢unavamo disperzije za slu¢ajne promen-
ljive T i U.
D(T)=DQ2Y +1) =4 D(Y) =4-0.61 = 2.44,
D({U)=D(X+Y)=D(X)+D(Y)=0.61+0.61 =1.22.
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[133] Neprekidna slucajna promenljiva X data je gustinom
1
5o x€l0,2],
xT) =
ex (o) { 0, x¢][02.
(a) Naéi raspodelu slucajne promenljive Y = 2X + 1.
(b) Naéi matematicko ocekivange i disperziju za X i Y.

Resenje:
(a) Raspodela slu¢ajne promenljive X je

- 0, z <0,
Fx(x):/ px (t)dt=13 2% 0<z<2,
o 1, x> 2.

Na osnovu prethodne ¢injenice i definicije funkcije raspodele je

Fy(y) =P <y)=P2X+1<y)=PX<21)=

0, 1 <0 0, y<1,
=) ECE) o<ats2 =0 DR gy s,
1, vl 2 1, y>5.
2 512
(b) Koristeci (2.47) dobijamo E (X) = of rivde= 1% . 3.
2 412
Na osnovu (2.53) dobijamo E (X?) = [ 22 zde = 12| =2.
0 0

2

Koristedi (2.55) dobijamo D (X) =2 — (%)2 =3
Iz (2.48) i (2.49) dobija se E(Y) = E(2X +1) = 2E(X) +E(1) = 2-
kako je

[SS1F
+
[

ov <y>=F§<y>={ o

i na osnovu (2.53) je
Ey2_52y—1d_1 vt \[° _ 1625 125 1, 1\ _ 43
( )*{y TR W=\ 1T T F 1*5(__7_1"'5)*?'
. .. i . . 2
Disperzija sluc¢ajne promenljive Y je D (Y) = % — (%) = %.
Do istog rezultata moze se do¢i pomocu osobina disperzije (2.58) i (2.59), tj.

D(Y)=D(2X+1)=D(2X)=4D(X) =%

=
—

<
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[134] Neprekidna slucajna promenljiva X data je gustinom
alx — 1), z€]l,4],
WX“ﬂ:{ 0, a¢l[l4.
(a) Odrediti konstantu a i naéi raspodelu slucajne promenljive Y = 3X — 1.
(b) Naéi matematicko ocekivange i disperziju za X i Y.
Resenje:

(o)
(a) Konstantu a odredujemo tako da je zadovoljen uslov: [ ¢x (z) dz = 1.

2
a/a:—l (%—x)
Dakle a = 2.

4
1 9
:a(8—4——+1>:—a:1.
) 2 2
1
9

Funkcija raspodele sluc¢ajne promenljive X je

0, r <1,
Fx(z)={ @2 1op<y
1, x> 4.
Fy (y PY<y—P3X—1<m—PM%:“W Fx (%57) =
L <1 0, y <2
l<uflay =9 28 2cy<,
ytl oy 1, y > 11.

(b) Na osnovu ) (2.53) dobijamo
4
./1?\3 1}2
ffC% - Z%(?—?)‘Z?)-

4
E(X2) = fx do-Nde=3 (5 -%)|,
Disperzija slucajne promenljive X je D(X) =E (XQ) —E (X)2 =9.5-32=0.5.
Koristeéi osobine oc¢ekivanja i disperzije, dobijamo
E(Y)=E(BX—-1)=3E(X)-1=3-3-1=8 i
D(Y)=D(BX —1)=9D(X)=9-0.5=4.5.

_ 57 _
=5 —95.

N—

[135] Funkcija raspodele neprekidne sluéajne promenljive X je

0, r <1,
Fx(z)={ Yol 1<p<s,
1, x> 8.
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Izracunati matematicko ocekivange i disperziju slucajne promenljive X .

Resenje: Funkcija gustine slu¢ajne promenljive X je

/ 0, x¢(1,8]
X (CC)ZFx(J?):{ 3= we (18]

Na osnovu (2.47) i (2.53) dobija se

8 5
2 _1 2 2 2 xs3 2 4 5 3/75 62 .
E(X)= s dr =2 3dr==- —| = —(+v/8 —+V1°) = —
()/x9x m9/xx 93 V-V =5
1 1 1
: 2 2 ;i 2 3 8 1 85
E(X?)= [ 2® Z273d :—/ Sdp==2-2 25 = — (V85 —1)= 2 =21.25.
()/xgxxgxx 5 s L =R -n=7
1 1
Disperzija slucajne promenljive X je D (X) = 84—5 - (%)2 ~ 4.165.

[136] Funkcija raspodele neprekidne slucajne promenljive X je

3a—1 z <0,
Fx (z) = 2, 0<z<l,
1, x> 1.

(a) Odrediti konstantu a i naéi gustinu slucajne promenljive X .
(b) Naéi matematicko ocekivange i disperziju slucajne promenljive Y = —3X + 2.

Resenje:
(a) Konstantu a odredujemo na osnovu osobine lim Fx (z) = 0 funkcije raspodele,
T——00

1

te dobijamo da je 3a — 1 = 0, dakle a = 3,

slu¢ajne promenljive X

a na osnovu (2.14) dobijamo da je gustina

a1

1 11 1
(b)E(X)z{x-ZmdmzZ%Oz%,dokjeE(XQ)z({mQ-Zmdm=2% =1

(=)

Disperzija sluc¢ajne promenljive X je D (X) =E (X?) —E (X)2 =

Matematicko ocekivanje i disperzija sluc¢ajne promenljive Y su
E(Y)=E(-3X+2)=-3E(X)+2=-3-24+2=0 i
D(Y)=D(-3X+2)=9D(X)=9-% =05.

1_4_ 1
2 97 18

[137] Neprekidna slucajna promenljiva X ima gustinu

0, x¢][lel,
ox (z) = { Inz, ze[l,e].
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(a) Naéi raspodelu slucajne promenljive Y = eX — 1.
(b) Izracunati ocekivange i disperziju za X i Y.
Resenje:
(a) Prvo ¢emo odrediti funkciju raspodele slucajne promenljive X. Kako vazi da je
x
Fx (z) = [ ¢x (x) dz, za fiksirano x € (1,¢] je
— 00
parcijalna integracija :

x
Fx(x):/ Intdt =¢ u=1Intidv=dt
1 du:% v=t

xr
=tnt|] —/ dt=zlnz —t[] =zlnzr—z+1.
1

Dakle, funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X je

0, r <1,
Fx(z)=¢ 14+zlnZ, 1<z<e,
1, T > e.

Sada ¢emo po definiciji i na osnovu prethodnog rezultata odrediti funkciju raspodele
slu¢ajne promenljive Y.

Fy(y) =PY <y)=PleX-1<y)=PX <L)=Fy ()=

e

0, vt <1
=< 1+l ot <o =
1, yT‘H>e
0, y<e-—1,
= 1—|—y7+11ny%51, e—1l<y<e?-1,
1, y>e?—1.
(b) Na osnovu (2.47) je
e parcijalna integracija :
E(X):/a:-lna:da:: u=Inz i dv=zdx =
1 du:df vz%
e
x? S| e 2?|° 241
=—Inz| — - [ zdr=——-—| =
2 7,2 2 4, 4

1
Ocekivanje za Y mozemo izra¢unati pomocu osobina (2.48) i (2.49)

E(Y)=E(eX—1)=e¢E(X)—1=e- £ 1= b x4 7,

Kako je
€ parcijalna integracija :
E(XQ):/Q;anxdq;: u:lnxidv:xQda: =
1 du = d?” v = %
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e

e 3 3 €
—l/ﬁdx: © T 4575,
.3 39,

3

= —Inx
3

1
disperzija slucajne promenljive X je

D(X) =E(X?) - E(X)* = 4.575 — (2.097)? ~ 0.1776.
Koristedi (2.58) i (2.59) dobijamo
D(Y)=D(eX —-1)=¢*D(X)~ 1.312.

[138] Slucajna promenljiva X ima uniformnu U(2,4) raspodelu. Neka je slucajna
promenljiva Y = —2X + 5.

(a) Naéi raspodelu slucajne promenljive Y .
(b) Izracunati matematicko ocekivanje i disperziju slucajnih promenljivih X 1Y .

Resenje:

(a) Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X je

0, x <2,
Fx (z) ={ %42, 2<az <4,
1, x> 4.

Na osnovu prethodne ¢injenice i definicije funkcije raspodele sledi

Fy(y) =P(Y <y)=P(-2X+5<y)=P(X > -22) =

0, —0 <,
1By () =14 T e we gy
1, —¥5 5y
Dakle,
0, y < =3,
Fy(y) =4 42, -3<y<1,
1, y>1,

odnosno sluc¢ajna promenljiva Y ima uniformnu raspodelu Y : #/(—3, 1).
(b) Na osnovu (2.64) dobijamo

_9)2 _ . 2\2
E(X)=22=3 D(X)=U3 =1 E(v)==3L=-1iD(y)= 4" =4

[139] Nezavisne slucajne promenljive X 1Y date su gustinama

(:L’)_ %(1-%2), :L’E[—].,].] ()_ 2(1—y), yE[O,l]
T 0, eg[-1,1 YT 0, y¢0,1]
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(a) Naéi matematicko ocekivanje i disperziju za X 1Y

(b) Naéi ocekivanje za Z = —2X% —3 i T =Y + 2.

(c) Naéi ocekivanje i disperziju za X +Y, XY i (X +Y)2.
Resenje:

(a) Na osnovu (2.47) je
1

3 2 3 (22 o\| 3 (1 1 1 1
E(X):zfx(l—x)dffzz(7‘?)‘7121(5—1—57%):0

-1
i

1 N
y=2[y-y)dy=2 (5 -5 )| =
Koristedi (2.53) dobija se
_31 (1 d_3;c3 SV s 1,11
E (X )*zflx —ade =3 (5-%)_ =iG-5+3-3
i
1
E(Y?):2fy2(1—y)dy—2( —%)\
Disperziju izra¢unavamo na osnovu (2.55) tj

D(X)=1-02=1%

i

2
DY) =5-() =1
(b) Na osnovu osobina matematickog o¢ekivanja (2.48), (2.49) i
E(Z) =E(—2X%?-3)=—2E(X?)+E(-3)=—2-: -3=—-%
E(N)=E(VY +2) =E(VY) +E@) =5 +2=%, jerje

1
E(\/?) :f\/37~2(1—y)dy:2 (%y%—gy%)‘ =2
(c) E(X+Y)—E(X+Y)—0+— g
Zbog nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih X i Y je
E(XY)=E(X)-E(Y)=0-1=0.
E
Zbog nezavisnosti X i Y je
D(X+Y)=D(X)+D(Y)=1+&=2.
D(XY)=E ((XY)Q) — E(XY)2 =E (XQ) E (Y2) —(E(XY))?=1

Momenti reda tri i ¢etiri slu¢ajnih promenljivih X i Y su
3 4 6 1
E(X ):4fx (1—2?) dxzz(%—%)‘lzoa

E (1) =

sl

¢ 4 2 3 [ z” ! 3
Fo-mat(5-9)], -4

(X4Y)?)=E(X?+2XY +Y?) =E(X?)+2E(XY)+E(Y?) =

(2.53) dobija se

1 1 _
14+0+¢ =

11
30



1
E(Y3) =2[y*1—y)dy=2 (%—%)
0
i
1
E(YY) =2 y*(1—y)dy=2 (%5—%)
0
1z osobina (2.48), (2.49) i nezavisnosti X i Y dobijamo
E(X+Y)") =E(X*+4X% +6X?Y? +4XY? +Y?) =
= E(X1) +4E (X3)E(Y) +6E (X2)E(Y2) + 4E(X)E (Y3) + E (V1Y) =
=244.0-246-2-24+4.0- L+ L =3 ~035.
Dakle, D (X +Y)?) =E (X + Y)*) — (E((X +Y)2))* = 3L — (11)? ~ 0.218,

1
_ 1

15

0
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3 Statistika

U praksi je ¢esto potrebno doneti zakljucke koji vaze za ve¢u grupu ljudi ili objekata.
Umesto da ispitujemo celu grupu, koju nazivamo populacija, posmatratemo samo
jedan njen podskup koji nazivamo uzorak.

Obelezje je numericka karakteristika X elemenata w populacije 2. U terminima
verovatnoce obelezju odgovara slu¢ajna promenljiva.

Na slucaj se u uzorak bira n elemenata wq,ws,...,w,. Na uzorku se registruju vred-
nosti obeleZja 1 = X (w1), 22 = X(w1),...,Zn = X(wy).

Dobijenu n-torku (z1,s,...,x,) nazivamo realizovana vrednost n-dimenzionalne
slu¢ajne promenljive (X1, Xs,...,X,,). Ako su slu¢ajne promenljive X7, Xs,..., X,
nezavisne i imaju istu raspodelu kao posmatrano obelezje X (tj. Fx, = Fx, = ... =
Fx, = F) , onda kazemo da je n-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva (X1, Xo, ..., X},)

prost sluéajni uzorak obima n.

Funkcija raspodele prostog slucajnog uzorka za (t1,ts,...,t,) € R™ je
Fx, x,,...x,(t1,t2,...,tn) = F(t1)F(t2) - - - F(ty).

Statistika je funkcija uzorka Y = g(X1, Xa,..., Xy).

U razmatranju éemo sretati uzorke obelezja koja odgovaraju diskretnim i neprekid-
nim slu¢ajnim promenljivama.

3.1 Deskriptivna statistika

Najcescée koriséene statistike su aritmeticka sredina uzorka i uzoracka disperzija.

Aritmeti¢ka sredina uzorka (Xi, X, ..., X,,) je sluéajna promenljiva X,, defini-

sana sa
n
- 1
Xn = - § Xi;
n-
=1

a njenu realizovanu vrednost ra¢unamo preko realizovane vrednosti prostog sluc¢ajnog

uzorka (z1,x2,...,x,) i obelezavamo malim slovom:
I 1
xn:EZ;xi:E(xl+x2+~u+xn)~ (3.1)
i—
Uzoradka disperzija uzorka (X1, Xo, ..., X,,) je slu¢ajna promenljiva S? definisana
sa

A . I 1 .
52 = EZ;(Xi—Xn)Q = EZ;XE—X,QL: E(Xf+X22+...+XfL)—XfL , (3.2
a njenu realizovanu vrednost obelezavamo malim slovom i ra¢unamo

1O 1 1
52 = EZ(:@-—%)Q = Efo—fi: E(x%—i—xg—l—...—i—xi)—ii . (33)
i=1 i=1
Korigovana uzoracka disperzija 52 uzorka (X1, Xs,..., X,) se definise
~ 1 n _ n -
2 _ o 2 _ 2
52 = n_lZ(Xz Xn)? = —80. (3.4)

i=1
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Uocimo interval [a, b) C R koji sadrzi sve vrednosti realizovanog uzorka (x1, xa, . .., x,).
Neka je mog < mq < ... <my ia:=mgib:=myg. Time je interval [a,b) razbijen na
disjunktne intervale I1 = [mg,mq), Io = [m1,ma), ..., I = [mr_1, mk), ¢ija je unija
jednaka tom intervalu [a, b).

Sirine intervala se oznacavaju sa h;, pa je h; == m; —m;_1, i € {1,2,...,k}.
Sredine intervala se oznacavaju sa x;, pa je x; := %, ie{1,2,...,k}.
Frekvencija f; se definiSe kao broj elemenata realizovanog uzorka koji pripadaju
intervalu I; = [m;_1,m;). Prema tome zbir svih frekvencija nad svim intervalima I;
1 €{1,2,..,k}, jednak je obimu uzorka n, to jest f1 + fa + ... + fr = n. Korigovane
frekvencije dobijamo iz f = h_z

(2
Intervalni uzorak. Cesto se u praksi ne ¢uvaju sve vrednosti uzorka, veé¢ samo gra-
nice intervala I;, odnosno deobne tacke m;, i =0, 1,...k i frekvencije f;, i = 1,2,.. . k.
Takav uzorak zovemo intervalni uzorak. Intervalni uzorak nastaje grupisanjem ele-
menata pocetnog uzorka u intervale I;. Ako raspolazemo samo intervalnim uzorkom
moguca je delimi¢na rekonstrukcija pocetnog uzorka sredinama intervala, tako Sto
realizovanu vrednost uzorka aproksimiramo sredinom intervala kome pripada ta reali-
zovana vrednost.

Kad se vrsi rekonstrukcija intervalnog uzorka, uzima se da je svaki elemenat iz inte-
rvala I; = [m;—1,m;) jednak vrednosti koja predstavlja bas sredinu tog i-tog inte-
rvala koju oznacavamo sa z;. Formule za racdunanje aritmeticke sredine, uzo-
racke disperzije i standardne devijacije intervalnog uzorka sa sredinama x;,
gde i =1,2,...,k1frekvencijama f;, i =1,2,...,k su:

k
1 1
aritmeticka sredina Ty = — g i fi = —(z1 frtaafot. . +xpfi) (3.5)
Wt n

5 1

n= H($%f1+$§f2+---+$ifk)—fi (3.6)

k
N " o 1 9 _
uzoracka disperzija 5, = — § w2fi -
n
i=1

standardna devijacija

VAl
3
Il

k
1 1
Efofi—j%—\/E(x%fﬁrx%fg—k...+xifk)—f% (3.7)
=1

k
glejen=> fi=fi+fat. ..+ fr

i=1

Graficko predstavljanje realizovanog uzorka obelezja X je veoma koristan nacin
za vizuelno predstavljanje uzorka. U tehnike grafickog prikazivanja spadaju, izmedu
ostalih, histogram i poligon.

Histogram se konstruiSe tako §to se nad svakim od intervala I; = [m;_1, m;) konstru-

iSe pravougaonik ¢ija je visina jednaka % za sve i € {1,2,..,k}, gde je f; frekvencija,
i

a h; Sirina i-tog intervala. Primere histograma pogledati u zadacima.

Poligon se konstruise tako $to uoc¢imo jos intervale Iy i Ir41, koji se nalaze re-
dom ispred i iza intervala Iy, Is,...,I;. Zatim konstruiSemo sredine intervala Iy i
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Iy i sredine gornjih osnovica pravougaonika konstruisanih nad preostalim interva-

lima ¢ije su visine h—l Spajanjem redom ovih sredina dobija se izlomljena linija tj.
i

poligon. Drugim re¢ima, poligon je izlomljena linija koja polazi od tacke (zo,0),

prolazi kroz tacke (w;, 7-) i zavrSava u tacki (zx11,0), gde su z; sredine intervala

I;, i €{0,1,...,k,k + 1}. Primere poligona pogledati u zadacima.

Empirijska (uzoracka) funkcija raspodele F)' obelezja X je funkcija definisana

za svako x na sledeéi nacin: N

* x
gde N, predstavlja broj elemenata uzorka koji imaju vrednost obelezja manju od z, a
n je obim realizovanog uzorka. Ako je (1, x2, ..., x,) realizovana vrednost uzorka, tada
¢emo permutaciju te n-torke ¢ije su komponente u neopadajuéem poretku obelezavati
sa (2(1), T(2), ---» T(n)). Realizovana empirijska funkcija raspodele f; je tada data
sa:

0 za x < X
fol(x) = ":L za r;) < <Gy 1€{1,2,...,n—1}
1 za T > Ty
gde n,, predstavlja realizovanu vrednost promenljive N, na uzorku (z1, 2, ..., ).

Ako imamo intervalni uzorak tada ¢e realizovana empirijska funkcija raspodele biti:

0 =za Tz < a2
f(z) = ":L za v, <z<mip ie€{l,2,...,k—1}
1 za €T > T
gde sada x1,xa,...,z; predstavljaju sredine postavljenih intervala I; = [m;_1,m;),

3
Ny, = ij = fi+ fo+ ...+ fi odnosno ng,,, = ng, + fiz1 gde je ny, = f1
j=1
ii e {1,2,...,k}. Prilikom zapisa realizovane empirijske funkcije raspodele treba
voditi ra¢una da x1, xs, ..., T predstavljaju sredine intervala.

Modus oznacavamo sa Mo. Kod prostog uzorka, modus predstavlja vrednost obelezja
koje ima najvecu frekvenciju. Drugim recima to je vrednost obelezja koje se realizuje
najveéi broj puta. Sa grafika histograma i poligona lako uoc¢avamo koja je od realizo-
vanih vrednosti uzorka (x1, xa, ..., x,) najfrekventnija (koja se najvise puta ponavlja).

Ako je uzorak intervalni onda se modus nalazi na slede¢i nacin
1

. (3.8)

. . . . . . . 7‘1 + 7‘2 . . .

Ako su Sirine svih intervala iste onda je interval sa najveéom frekvencijom modalni
interval, a ako su S§irine intervala razli¢ite onda je interval sa najveéom korigovanom
frekvencijom modalni interval. Sa Iy = (ms_1,ms) predstavljamo modalni interval,
hs = mgs—mg_1 je Sirina modalnog intervala, 1, = f;— fs_1 predstavlja razliku izmedu

Mo =mgs_1+ hg
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frekvencije modalnog (najfrekventnijeg) intervala fs i frekvencije intervala koji pret-
hodi modalnom f,_1, 70 = fs — fsy1 predstavlja razliku izmedu frekvencije modalnog
intervala fs i frekvencije intervala posle modalnog fsy1.

Obelezje moze imati jedan ili vise modusa. Razli¢ito grupisanje istih podataka moze
dati razli¢ite vrednosti modusa.

Medijana, koju oznacavamo sa Me, je broj koji uzorak deli na dva jednaka dela, tako
da se levo i desno nalazi isti broj z(;)-ova, odnosno u jednom delu se nalaze svi elementi
koji imaju vrednost obelezja manju ili istu kao medijana, a u drugom svi elementi ¢ija
je vrednost obelezja veca ili jednaka medijani.

Kod prostog uzorka, nakon $to elemente uzorka poredamo po veli¢ini u neopadajuci
niz, medijanu racunamo na slede¢i nac¢in

T(nt1), n neparno
Me=1 | 2 (3.9)
3(®(n) +x(241)), n parno .

Ako je uzorak intervalni, bilo da su Sirine intervala jednake ili razli¢ite, a obim uzorka
veli¢ine n, onda se medijana racuna na sledeé¢i nacin
— Mgy,
i
gde I} = (my_1,m;) predstavlja medijalni interval. Medijalni interval I; je interval
sa najmanjom kumulativnom frekvencijom vecom od %, f; predstavlja frekvenciju

Me=m_1 4+ 2 (3.10)

-1
medijalnog intervala, h;y = m; — my—_; je Sirina medijalnog intervala, n,, , = E fi
i=1

predstavlja kumulativnu frekvenciju intervala I;_; koji prethodi medijalnom intervalu
1.

[140] U domu zdravlja je vrseno merenje kronog pritiska w mmHg kod 20 pacijenata.
Dobijen je uzorak:

87 103 130 160 180 195 132 145 211 105
145 153 152 138 87 99 93 119 129 145

(a) Odrediti modus i medijanu.

(b) Izracunati aritmeticku sredinu i uzoracku disperziju.

Resenje: Poredajmo vrednosti iz uzorka u neopadajuéi niz:

87 87 93 99 103 105 119 129 130 132
138 145 145 145 152 153 160 180 195 211

(a) Iz uzorka vidimo da je modus 145, jer je to vrednost sa najvecom frekvencijom
l’(lg) = l’(lg) = $(14) = 145.
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(b)

S obzirom da je n = 20 (paran broj) medijanu nalazimo po formuli (3.9).
1 1

Dakle, medijana je 135.

Aritmeti¢ku sredinu uzorka ra¢unamo po formuli (3.1)
1 2708
Ty = 2—0(87+87+93+...+195+211) =30 = 1354 .

Uzoracka disperzija se izra¢unava po formuli (3.3)
52, = 50 Z 2 52, = 389526 —135.4% = 1143.14 .

Napomena: Za racunanje aritmeticke sredine i uzoracke disperzije uzorak ne
mora biti poredan u neopadajuéi niz.

[141] U velikom marketu kod 13 sluéajno odabranih kupaca kogi su kupili sok u limenci
izbrojan je broj komada limenki koje su kupci kupili odjednom: 2, 1, 5, 6, 8, 6, 3, 6,
7, 4, 2, 6, 8.

(a) Odrediti medijanu i modus.

(b) Izracunati aritmeticku sredinu i uzoracku disperziju.

Resenje:

(a)

Vrednosti iz uzorka poredamo u neopadajuéi niz:
12 2 3 3 4 5 6 6 6 6 7 8

Obim n = 13 (neparan broj), pa medijanu nalazimo po formuli (3.9).

Me:x(%):xm:f) .

1z uzorka vidimo da je modus Mo = 6, jer je to vrednost sa najve¢om frekven-
CijOIn L) = T(9) = L(10) = L(11) = 6.

Aritmeti¢ku sredinu uzorka ra¢unamo po formuli (3.1)

1 59
Ty = 13(1+2+2+3+3+4+5+6+6+6+6+7+8) 1—3:4.538.
Uzoracka dlsperzija se izra¢unava po formuli (3.3)
27 2162 92 | 92 2,02 72 4 Q2 2
= I3 1 2 2 . —4.
St = 132 ( +22 422432+ 462 +6°+ 72 +8%) —4.538

=25 20 5934 =4. 4066
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[142] Anketirano je 14 ljudi sa pitanjem koliko su telefonskih razgovora obavili pret-
hodnog dana. Rezultati ankete su sledeci: 8, 3, 4, 6, 4, 3, 6, 8, 6, 4, 8, 2, 7, 5. Naci
medijanu i modus.

Resenje: Vrednosti iz uzorka poredajmo u neopadajuéi niz:

2 3 3 4 4 4 5 6 6 6 7 8 8 8

Obim n = 14 (paran broj), pa medijanu nalazimo po formuli (3.9).

1 1 1 1
Me = 5(1’(%) + x(%+1)) = 5(1’(%) + x(%ﬂ)) = §($(7) +ag)) = 5(5 +6)=55.
1z uzorka vidimo da je modus Mo; = 4, Moy = 6 1 Mos = 8 jer su to vrednosti sa
najvecom frekvencijom x4y = 25y = 76y = 4, T(8) = T(9) = T(10) = 6, T(12) = T(13) =
.1?(14) = 8.

[143] Nakon merenja mase 100 ucenika, rezultati merenja su grupisani u intervale
[60,62), [62,64), [64,66), [66,68), [68,70). U tabeli su prikazani dobijeni podaci.

masa [kg] I, [60,62) | [62,64) | [64,66) | [66,68) | [68,70)
broj ucenika (frekvencija) f; 5 18 42 27 8

(a) Nacrtati histogram, poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(b) Odrediti modus i medijanu.

(¢) Izracunati aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

Resenje:

(a) Dobijeni rezultati merenja ucenika grupisani su u 5 intervala. Svi intervali su
iste Sirine: h; = 2,7 = 1,2,3,4,5. Izra¢unavanjem sredina intervala, po formuli
T, = %, i € {1,...,k}, dobijamo vrednosti 1 = 61, z2 = 63, x3 =
65, x4 = 67, x5 = 69. Empirijsku funkciju raspodele oznaci¢emo sa f; = Doy
gde je 1 = 1,2,3,4,5. Svi dobijeni rezultati prikazani su u tabeli.

n

masa [kg| Ij [60,62) | [62,64) | [64,66) | [66,68) | [68,70)
broj uenika (frekvencija) f; 5 18 42 27 8
sredina intervala x; 61 63 65 67 69
L-1L 2.5 9 21 13.5 4
kumulativna frekvencija ng, ) 23 65 92 100
fi="0 =1 0.05 0.23 0.65 0.92 1
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Sad mozemo nacrtati histogram i poligon frekvencija.

fi fi
hi hi

I

2~54ZZ::: :: — - _"____'_l *
0 60 62 64 66 68 70 0 60 62 64 66 68 70

Ako imamo nacrtan histogram, poligon frekvencija se lako dobija spajanjem sre-
dina poklopaca stubova u histogramu. Radi jasnoc¢e predstaviéemo histogram i
poligon na istom crtezu. Desno je grafikon empirijske funkcije raspodele.

*
fi I
hi 1+ ————— — = = — — — — — —

0921 — == == == ———— - —
[ [
! |
0651 — == ————— - —e
| | |
2ly === =~-=--- /‘\ | | |
| | |
1351+ —-——-—-—-——-—-— f AW I I I
ol -~ v N 0231 —--——-- — e 1
[ ! [ [
2.%33::::_4706_ __"____'S.q\ e 005t---- —e ! ' '
0 60 62 64 66 68 70 0 61 63 65 67 69

Analiticki zapis realizovane empirijske funkcije raspodele je

0, za r <61
0.05, za 6l <x<63
0.23, =za 63 < x <65
0.65, =za 65 <z <67
0.92, za 67 < x <69

1, za x>69 .

Pri zapisu realizovane empirijske funkcije raspodele voditi ra¢una da su 61, 63, 65,
67,69 sredine datih intervala.

Modus intervalnog uzorka se izra¢unava po formuli (3.8). Kako je interval sa
najveéom frekvencijom modalni interval [64,66), h = 2, r = 42 — 18 = 24,
rg =42 — 27 = 15. Tada je

24
Mo =64+ 2 =65.23 kg.
o=64+ 54115 65.23 kg

Medijana intervalnog uzorka se izra¢unava po formuli (3.10), gde je n = 5 +
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18 + 42 + 27 + 8 = 100. Najmanja kumulativna frekvencija veca od § = 50 je
ng., = 65, pa je medijalni interval Is = [64,66), njegov redni broj je [ = 3, Sirina
mu je hy =66 — 64 =2, k1 = 23, f; = 42. Tada je

50 — 23
Me =64+ 2

= 65.29 kg.

(¢) Aritmeticku sredinu uzorka izra¢unavamo po formuli (3.5)

1
5:100:m(61-5+63-18+65-42+67-27—|—69-8):65.30 kg.

Uzoracka disperzija je po formuli (3.6)

5

1 1

5200 = 1_oo§ 22 fi— T30 = 1—00(612.5+632.18+652-42+672.27+692.8)—
i=1

1
65.30% = 1—00426788 —65.30% = 3.79 .

[144] Visine 40 ucenika jednog razreda u centimetrima iznose

150 125 147 156 132 135 135 173
136 164 158 140 135 142 142 142
148 144 145 144 140 146 144 148
149 188 127 152 126 150 119 157
158 161 163 15/ 155 168 173 163

(a) Formirati raspodelu frekvencija sa Sest klasa &ije su Sirine 9cm.
(b) Nacrtati histogram, poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(¢) Odrediti modus i medijanu.

(d) Izracunati aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.
Resenje:

(a) Najmanja visina je 119. Polaze¢i od nje pravimo jednake intervale $irine 9.
Tako dobijamo tacke mg = 119, my; = 128, mo = 137, mz = 146, my = 155,
ms = 164, mg = 173. Broj intervala koji uklju¢uju sve visine je k = 6, jer je
najveca visina 173. Potom prebrojimo koliko elemenata uzorka je upalo u koji
interval i dobijemo frekvencije. To se lakSe uradi ako se elementi uzorka sortiraju
u neopadajuéi niz.

119 125 126 127 132 135 135 135
136 | 138 138 140 140 142 142 142
143 144 144 144 145 | 146 147 148
149 150 150 152 153 154 156 157
158 161 163 163 | 164 168 173 173
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Napraviéemo tabelu i u nju uneti potrebne veli¢ine.

I; [119, 128) | [128,137) [ [137, 146) | [146,155) | [155,164) | [164,173)

fi 4 5 12 9 6 4

i 123.5 132.5 141.5 150.5 159.5 168.5

L 0.44 0.56 1.33 1.00 0.67 0.44

N, 4 9 21 30 36 40
fa="4 0.1 0.225 0.525 0.75 0.9 1

(b) Sad je lako nacrtati histogram i poligon frekvencija. Predstavi¢emo ih na istom
crtezu. Crtamo i empirijsku funkciju raspodele.

f*
T
Ifmmm e e e e — - —
09f—-—=-—--—--—-—-——--—-- —e
| |
i3 0.75F —=—=—=—=—=—=—=———— —e !
hi I I I
0525+ - —————--—- —
| | | |
1.33 1 ! ! ! !
02251 —— - - -~ ~ —e ! ! !
1 i | | | | |
0.447 &_}ﬁ\ 014---- —e
XL g + t t t t
0 119 128 137 146 155 164 173 0 123.5 132.5 150.5 168.5
141.5 159.5

Analiticki zapis realizovane empirijske funkcije raspodele je

0, za r <123.5
0.1, za 123.5 <z <132.5
0.225, =za 1325 <z < 141.5
fo(x)=4q 0525, za  141.5 <z < 150.5
0.75, =za 150.5 < z < 159.5
0.9, za 159.5 < x < 168.5
1, za x> 168.5 .

(¢) Iz polaznog uzorka vidimo da je modus Moy = 135, Moy = 142 i Mos = 144
dok se u ovom slu¢aju medijana izra¢unava po formuli (3.9)

_ Z(20) + T(21) 144 + 145

M
€ 2 2

= 144, 5.

S obzirom da smo od polaznog uzorka napravili intervalni uzorak modus i medi-
jana se mogu racunati i na drugi nacin.

Iz intervalnog uzorka vidimo da je modalni interval [137,146) jer je kod njega
najveéa frekvencija (12). Modus izra¢unavamo pomoc¢u formule (3.8), gde je
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h=9,r =12—5="7,ry=12—9=3.

7
Mo=137T+9—— =143.3 .
7+3
U ovom slu¢aju medijalni interval je [137,146) (jer je 21 najmanja kumulativna
frekvencija veci od %). Medijanu izra¢unavamo po formuli (3.10), gde je h =7,
Ng,_y = 97 fl =12.

Me =137+ 9% = 145.25 .

Uoc¢imo razliku dobijenih rezultata. U praksi se koristi prvi na¢in ako raspola-
zemo svim vrednostima uzorka.

(d) Aritmeticku sredinu i uzoracku disperziju nalazimo kao u prethodnom zadatku:

, 5840 , 859120
Tig = 5 = 146, 52, = 0 146 = 162 .

[145] Pet novéica se bacaju istovremeno 1000 puta. Pri svakom bacanju uocen je broj
pojavljivanja glava. Rezultati su sredeni u tabeli.

broj glava 0 1 2 3 4 )
broj bacanja || 38 | 144 | 342 | 287 | 164 | 25

(a) Nacrtati histogram, poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(b) Odrediti modus i medijanu.

(¢) Izracunati aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

Resenje:  Ovde imamo uzorak diskretnog obelezja. Stoga nam nisu dati intervali
vrednosti obelezja veé¢ same vrednosti. Postupamo kao da su date vrednosti 0, 1, 2,
3, 4, 5 koje predstavljaju sredine intervala. Onda bi granice intervala bile u tackama:
—0.5, 0.5, 1.5, 2.5, 3.5, 4.5, 5.5. Sirine intervala su h; = 1, pa su korigovane
frekvencije jednake frekvencijama.

(a) Napravicemo tabelu u koju ¢emo uneti potrebne veli¢ine.

T; [0.5,05) | [0.5, 1.5) | [1.5, 2.5) | [2.5, 3.5) | [3.5, 4.5) | [4.5, 5.5)

i 0 1 2 3 1 5

fi 38 144 342 287 164 25

L 38 144 342 287 164 25

Na, 38 182 524 811 975 1000
fi= 2= 0.038 0.182 0.524 0.811 0.975 1
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*

n
1]l o ______
0975 T-Z-Z---ZZZ:Z il
[ [
0811+ ——— —— — — — |
| [ [
fi I I I
hi
“ e e I
[ [ [ [
M2T T T T P e R T
7/\ ~
| [ [ [
144 F == —————\\ 0.182 1 — ——* | I |
[ [ [ [
o e x i | | : : x
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Analiti¢ki zapis realizovane empirijske funkcije raspodele je

0, za <0
0.038, za O<ax<1
0.182, za 1<x<2
() =4¢ 0524, za 2<2<3
0.811, za 3<x <4
0.975, za 4<x<5H

1, za x>5

(b) Mo = 2, jer se najveci broj (to jest 342) puta desilo da se pri bacanju glava

okrenula na ta¢no dva novcica.
_ Zoo)ytTo1) 242
Me = —25—22 = == =2

14442-342+4-3-287+44-164+5-25 __ 2470 __ 2.47
1000 1000 T

(€) Z1000 =

5

_ 1 _ 7344

5%000 = 1000 Zl?ffz — x%ooo = 1000 ~ 2.47% =1.2431 .
i=1

[146] Izabrano je 80 vozaca. Medu izabranim vozacdima merimo njithovu dnevnu po-
trosnju benzina izraZenu u litrama. U tabeli su dati rezultati merenja.

potrosngja benzina [I] || [0,3) | [3,6) | [6,9) | [9,12) | [12,15)
broj vozaca 12 13 25 18 12

(a) Nacrtati histogram, poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(b) Odrediti modus i medijanu.

(¢) Izracunati aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.
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Resenje:

(a)

potrosnja benzina [I] [0,3) | [3,6) | [6,9) | [9,12) | [12,15)
broj vozaca (frekvencija) f; 12 13 25 18 12
sredina intervala x; 1.5 4.5 7.5 10.5 13.5
L=4% 4 | 433 | 833 6 4
kumulativna frekvencija n, 12 25 50 68 80
fr="0 =T 0.15 | 0.312 | 0.625 | 0.85 1

Sad mozemo nacrtati histogram i poligon frekvencija.

*

fi n
hi
83— ———— - /‘\ - === === == | —
0.85 F — ==~ ===~~~ —_—
I I
DR BN o o
; 625 - - - - - - I
4'2__._/ =~ __ | __ DN\ I I I
I I I
/ \ 0312 - -—-—-~— — | |
| I I I
/ \ 0.15 - ~-—* I I I
€T ry | | | |
—-1.510 3 6 9 12 15 16.5 0| 1.5 4.5 7.5 10.5 13.5

Analiticki zapis realizovane empirijske funkcije raspodele je

0, za r<1.5
0.15, za 15<x<45
0.312, za 45<x<T75H
0.625, za T7.5<x<10.5
0.85, za 105 <x<13.5

1, za z > 13.5

(b) Modus intervalnog uzorka se izra¢unava po formuli (3.8), gde je modalni interval
[6,9), h=3,1r1 =25—-13=12,7r9 =25 — 18 = 7. Tada je

12

Mo =
0=0+35——

= 7.8947 .

Medijana intervalnog uzorka se izra¢unava po formuli (3.10), gde je n = 12 +
13 + 25 + 18 + 12 = 80. Najmanja kumulativna frekvencija veca od § = 40 je
ng, = 50, pa je medijalni interval I3 = [6,9), njegov redni broj je I = 3, &irina
muje hy =9—6=3,n,_, =25 fi=25teje Me=6+3-422 =78 I.

(¢) Aritmeticku sredinu uzorka izra¢unavamo po formuli (3.5)

1 615
Tgo = %(1.5 1244513+ 75-25+10.5-18 +13.5-12) = 20 = 7.6875 I.
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Uzoracku disperziju izra¢unavamo po formuli (3.6)
1
52, = %(1.52 2124 4.5% 13 + 7.5% - 25 4 10.5% - 18 4+ 13.5% - 12) — 7.6875% =

1
30 5868 — 7.6875% = 73.35 — 59.0976 = 14.2524 .

[147] U jednom gradu tokom 100 dana merena je najvisa dnevna temperatura izraZena
u °C. Dobijeni su sledeci rezultati merenja:

temperatura v °C || [-2,0) | [0,2) | [2,4) | [4,6) | [6,8) | [8,10)
broj dana f; 12 16 18 20 18 16

(a) Nacrtati histogram, poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(b) Odrediti modus i medijanu.

(¢) Izracunati aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

Resenje:

(a)

temperatura u °C [-2,0) | [0,2) | [2,4) | [4,6) | [6,8) | [8,10)
broj dana f; 12 16 18 20 18 16
sredina intervala x; -1 1 3 5 7 9
=4 6 8 9 10 9 8
kumulativna frekvencija ng, 12 28 46 66 84 100
fi="m =T 0.12 | 0.28 | 0.46 | 0.66 | 0.84 1

Sad je lako nacrtati histogram i poligon frekvencija.

§s= .
/] \ 0.66 - ——— -~ —
/6 046 ---——4

OF — — — — — — — —

-2 0 2 4 6 8 10 —-10

Analiticki zapis realizovane empirijske funkcije raspodele je
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0, za r< -1
0.12, za —-1<x<1
028, za 1<x<3
(x)=4¢ 046, za 3<z<5
0.66, za bH<ax<T
0.84, za 7<x<9

1, za x>9

(b) Modus intervalnog uzorka se izra¢unava po formuli (3.8), gde je modalni interval
[4,6), h =2, 71 =20 —18 =2, 75 = 20 — 18 = 2. Tada je Mo =4 + 2525 =5.
Medijana intervalnog uzorka se izra¢unava po formuli (3.10), gde je n = 12 +
16418420+ 18+ 16 = 100. Najmanja kumulativna frekvencija ve¢a od 5 = 50
je ng, = 66, pa je medijalni interval I, = [4,6), njegov redni broj je I = 4, §irina

mu je hy =6 —4=2,n,,_, =46, fi =20. Tada je Me =442 2548 =44,

(¢) Aritmeticku sredinu uzorka izra¢unavamo po formuli (3.5)

1
5100:1—00(—1'12+1'16+3-18+5'20+7'18+9~16):4.28°C .

Uzoracku disperziju izra¢unavamo po formuli (3.6)

1

5200 = ﬁ((_l)Q 1241216+ 3% 18 + 5220 + 72 - 18 + 9% - 16) — 4.28% =
1

— 2868 — 4.287 = 10.3616.

100

[148] Odstupanja merenja otpadnih parcadi Zice u fabrici kablova u [em] prikazana su
u tabeli

odstupanje | 0,2) | [2.3) | [3.4) | [4,5) | [5.6) | [6,9)
broj merenja 3 10 22 27 21 17

(a) Prikazati date podatke histogramom i poligonom frekvencija.
(b) Odrediti modus i medijanu.
(¢) Izracunati aritmeticku sredinu i uzoracku disperziju.

Resenje:

Uzorak je sreden po intervalima koji nisu jednake Sirine.

(a) Da bi smo olaksali ra¢un napravi¢emo tablicu u koju ¢emo uneti Sirine intervala
h;, kumulativne frekvencije > f; do posmatranog intervala i korigovane frekven-
cije % koje nam sluze da odredimo visine stubic¢a u histogramu. Na istom crtezu
¢emo spojiti sredine poklopaca stubic¢a i dobiti poligon frekvencija.
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odstupanje || [0,2) | [2,3) | [3,4) | [4,5) | [5,6) | [6,9)
fi 3 10 22 27 21 17
z; 1.0 | 25 | 35 | 45 | 55 | 7.5
h; 2 1 1 1 1 3
f 1.5 10 22 27 21 | 5.67
Ng, 3 13 35 62 83 | 100
fi
h;

15-

10

2 4 6 8 odstupanje

Me =4.56

(b) Modus intervalnog uzorka kod koga se 8irine intervala razlikuju izra¢unavamo po

formuli (3.8), modalni interval je [4,5) jer ima najveéu korigovanu frekvenciju
Lo=or h=1,r=27-22=5r,=27-21=6. Tadaje Mo=4+153; =
4.4545.
Medijanu ¢emo izracunati po formuli (3.10). Medijalni interval je [4,5), jer
njegova kumulativna frekvencija 62 prva prelazi preko § = 50. Ako se u tacki
medijane na histogramu postavi vertikalna prava, onda ona deli histogram na
dva dela jednake povrsine. Me =4+ 1- 29235 — 45556 .

(c) Aritmeti¢ku sredinu i uzoracku disperziju ¢emo izracunati po formulama (3.5) i

(3.6).
In=105(1.0-3+25-104---+7.5-17) = 4.695,
1
52 = 1—00(1.02'3+2.52~10+-~-+7.52-17)—4.6952

24.7325 — 4.695% = 2.6895 .

[149] Dati su podaci anketiranih putnika GSP-a o tome koliko dugo su cekali autobus.
Podaci o éekanju autobusa iskazani su u minutima.
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minuta

[0, 2)

[2 3)

[3,4) 1[4 5)
8

[5,6)

[6,9)

[9,17)

putnika

30

10

(a) Prikazati podatke histogramom.

(b) Izracunati modus, medijanu, aritmeticku sredinu, standardnu devijaciju.

Resenje: Napravi¢emo tablicu sa potrebnim podacima.

(a)

L) 10,2)1123)][34)[[45)][56)][69))[917)
fi | 30 10 8 6 4 8 9
x; 1 2.5 3.5 4.5 5.5 7.5 13
Lol 15 10 8 6 4 2.67 | 1.125
ne, | 30 40 48 54 58 66 75

Jig

hi:

14

12

104 =

81 ]

6

44

2

Me=275 5 10 15  minuta

(b) Modus intervalnog uzorka kod koga se 8irine intervala razlikuju izra¢unavamo po
formuli (3.8), modalni interval je [0,2) jer ima najveéu korigovanu frekvenciju
L=15,h=2r =30-0=30,r, =30— 10 =20. Tada je

30

Mo=0+2—""" — 1.2 min.
0=01 2390 e

Medijalni interval je [2,3), jer njegova kumulativna frekvencija 40 prva prelazi
preko 3 = 37.5. Medijana je Me=2+1- W = 2.75 min.

Aritmeticka sredina je
Tn==(1-30+25-10+-+13-9) = 4.12 min.
Standardna devijacija je

5, = \/7—15(12 2304+ 2.52-10 + - + 132 -9) — 4.122 = 3.8832 min.
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[150] Kockica je bacena 30 puta i zabeleZeni su pali brojevi.

6 2 3 6 4 1 1 5 2 4
1 3 5 5 1 4 6 2 2 3
6 6 2 2 1 3 4 5 4 2
(a) Nacrtati poligon i empirijsku funkciju raspodele.
(b) Nacrtati stubicasti dijagram i pitu.
(¢) Odrediti modus i medijanu.
(d) Izracunati aritmeticku sredinu i uzoracku disperziju.
Resenje:
(a) Poligon i empirijska funkcija raspodele
broj x; 1 2 3 4 5 6
frekvencija f; 5 7 4 5 4 5
{T 0.166 | 0.233 | 0.133 | 0.166 | 0.133 | 0.166
fn
1 _______________
0.83f——=—=—-——=-= —
\ 0.77---~- T —
051 == —
04+-=--- —-e | | |
0283 - - - R
0.133F = T T N8 = 0.166 | — — ——@ | | | |
| | | | | |
X g + + t 1 } X
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

(b) Uzorak diskretnog obelezja koje nema mnogo razli¢itih vrednosti graficki se pred-
stavlja jednostavnim stubic¢astim dijagramom (engl. bar chart). Ako su vred-
nosti numericke, onda se na z-osi iznad x; nacrta stubi¢ ¢ija visina je jednaka
frekvenciji f;. Stubiéi se ne moraju dodirivati kao kod histograma i svi su iste
Sirine.

Sa uzorkom diskretnog obelezja u kome ima mnogo razli¢itih vrednosti mozemo
raditi kao da je obelezje neprekidno.

Ako su vrednosti statistickog eksperimenta deskriptivne, onda se kodiraju bro-
jevima. Predstavljanje stubicastim dijagramom moze se izvrsiti i bez kodiranja,
jednostavnim redanjem stubica, ¢ije su visine proporcionalne frekvencijama, je-
dan pored drugog. Razli¢itim bojama ili labelama se moze oznaciti kojoj vred-
nosti odgovara neki stubic.
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Cesto je predstavljanje diskretnih podataka bolje ako se podaci predstave po-
mocu kruznog grafikona koji zovemo pita (engl. pie chart). Duzina luka (i po-
vr8ina) kruznog isecka proporcionalno odgovara frekvenciji vrednosti koju pred-
stavlja.

Stubicasti dijagram Pita

broj pojavljivanja

1

2
3 4
broj na kockici

5

6

Gana. fastrae _ 343 _ .
(c) medijana: =250 = 232 =3 modus: 2
30
T30 = 45 = 3.366 §o = o > a? — 73 = 22— 3.3662 = 2.971
i=1

3.2 Teorija ocena

Teorija ocena je deo statistike koji se bavi ocenom parametara raspodele verovatnoce
obelezja osnovne populacije pomoc¢u uzorka. Posmatra se obelezje X sa raspodelom
F(z,0), gde je 6 nepoznati parametar koji figurise u datoj raspodeli F. Pomoc¢u
realizovanih vrednosti uzorka (x1,zs2,...,2,) treba oceniti parametar 6 ili njegovu
funkciju 7(6).

Koriste se dve vrste ocena:

e tackaste ocene, u kojima neka statistika U = u(X1, Xo, ..., X,,) daje vrednost
blisku nepoznatom parametru 6,

e intervalne ocene, koje koriste dve statistike Uy = u1(X1, Xo,...,X,) 1 Uz =
ug(X1,Xo,..., X,,) takve da je Uy < Uz idaje P(Up < 0 < Us) = 3, gde je
[ unapred zadata verovatnoca koju zovemo nivo poverenja. Sluc¢ajni interval
(Uy,Uz) zovemo 100 - 8 procentni interval poverenja.

3.2.1 Tackaste ocene

Obi¢an momenat reda k slu¢ajne promenljive X je matematicko ocekivanje slucajne
promenljive X* i oznacava se sa my = E(X¥). Matemati¢ko ocekivanje je momenat
reda 1.
Centralni momenat reda k sluc¢ajne promenljive X je matematicko ocekivanje od
(X — E(X))* i oznacava se sa s, = E ((X — E(X))"). Disperzija je centralni momenat
reda 2.

Neki od nacina odredivanja tackastih ocena su:

118



1. Metod momenata

S S 1 <&
Uzora¢ki momenat reda k, M} definisemo sa M} = —ZXik, a njegova
n

i=1

. e o I P Y k k
realizovana vrednost je mk = - z; x; = ﬁ(xl +ax5... Faxy) .
i—
Primetimo da je uzoracka aritmeticka sredina uzoracki momenat prvog reda
(k=1).

n

— 1 —
Uzoracki centralni momenat reda k je Sk = — Z(Xl — X))k,
n
i=1

Primetimo da je uzoracka disperzija uzoracki centralni momenat drugog reda

(k = 2).

Metod momenata se sastoji u izjednacavanju uzorackog momenta mk sa od-
govarajuéim obi¢nim momentom my. Za ocenjivanje nepoznatog parametra 6
najcesce ¢emo koristiti jednakost momenata prvog reda i uzorackog momenta pr-
vog reda, to jest E (X) = X,,. Ako imamo viSe nepoznatih parametara 6y, 0s, . ..
u raspodeli Fx (z, 01,02, ...) obelezja X, onda obi¢no koristimo onoliko jednacina
koliki je broj nepoznatih parametara: m; = m_}l, mo = m_%, e
Resavanjem sistema jednacina dobijamo vrednosti nepoznatih parametara. Si-
stem jednacina je ¢esto jednostavan za reSavanje te je metod momenata raspro-
stranjen u praksi.

Parametar 6 ¢e biti "dobro” ocenjen pomocu realizovane vrednosti statistike
U =u(X1,Xo,...,X,) ako je E (u(X1, Xa,...,X,)) = 0. Ovu osobinu zovemo
centriranost ocene, to jest, ocena 6 = wu(x1,22,...,2,) je centrirana ako je
E (U(leXQa s aXn)) =0.

Centriranu ocenu matematickog ocekivanja ra¢unamo reSavanjem jednacine

mL =Z,.

~ n =
. - . .. . 2 2
Korigovana uzoracka disperzija uzorka (X1, Xs,...,X,) je S; = — S, tako
. . .. . .. o _ A2 n o
da centriranu ocenu disperzije racunamo iz jednacine 6~ = §;, = 150 -
n—

[ V)

2. Metod maksimalne verodostojnosti je jedan od najéesée koris¢enih metoda
za dobijanje tackastih ocena kod realizovanih uzoraka.
Neka je X = (X1, Xo,...,X,,) uzorak obima n iz raspodele F'(z,0) obelezja X.
Funkcija verodostojnosti je L(x1,xa,...,x,;0) = f(x1,0)f(22,0) ... f(zn,0),
to jest

p(z1,0)p(z2,0)...p(xy,,0), diskretno obelezje

L(z1,...,xn;0) = { (3.11)
¢ (

x1,0) ¢ (x2,0) ... (xn,0), neprekidno obeleZje.

Principom maksimalne verodostojnosti za ocenu nepoznatog parametra 6 se uzi-
ma statistika za koju L(x1, 22, ..., 2,;0) pri fiksnim, odnosno konkretnim vred-
nostima (1,2, ...,,), dostiZe svoju najveéu vrednost (maksimum). Ocena
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parametara pomoc¢u metoda maksimalne verodostojnosti dobija se reSavanjem
jednacine
aL(xtha RERR 9)

20 =0

Medutim, jednostavnije je raditi sa logaritamskom funkcijom verodostojnosti

Oln L(xy,xa,...,2,;0) —0 (3.12)

koja, zbog monotonosti logaritamske funkcije, dostiZe ekstremne vrednosti za
iste vrednosti parametra 6 za koje to postize i funkcija L.

Ako u raspodeli obelezja X figuriSe viSe nepoznatih parametara 61,6s, ..., 0%
postupak je analogan. Trazi se maksimum funkeije L(z1,...,2n;601,...,0;) i
tada se jednacina verodostojnosti svodi na reSavanje sistema jednacina

81nL(m1,...,xn;ﬂl,...,Ok)
06;

=0, zai=1,... k.

[151] Merenge precnika sfere izraZeno je u [cm]. Dobijen uzorak od pet merenja je
6.33, 6.37, 6.36, 6.32, 6.37

Odrediti centrirane ocene matematickog ocekivanja i disperzije obeleZja.

Resenje: m = T3 5(633+637+636+632+637)—635,

R 52:n-1( Z 2 -2)— ((6332+6372+6362+6322

6.372) — 6.352) = 0.00055 .

[152] Anketiranjem 100 vozaca automobila iz Novog Sada dobijene su prosecne dnevne
potrosnje benzina (u litrima).

potrosnja 2 4 5 6 8 10 11 12 13 14
broj vozaca | 5 10 10 12 18 12 8 10 9 6

Odrediti centrirane ocene matematickog ocekivanja i disperzije potrosnje benzina jednog
vozaca u Novom Sadu.

1
2.5+44-10 14-6) = 8.45
1002 2410+ 14-6)

k
1
Resenje: Z190 = — Zﬂﬁifi =
1
5200 = Zx fi — T30 = 100(22 544210 +... 4 14%.6) — 8.45% = 11.7876

Centrlrana ocena matematickog ocekivanja je m = 8.45 .
Centrirana ocena disperzije je 02 = % - 52 =11.9066 .
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[153] Obelezje X date populacije ima raspodelu

-2 0 7
5 5 5

(a) Metodom momenata naci ocenu nepoznatog parametra 6 na osnovu uzorka
(0,-2,7,-2).

(b) Na osnovu istog uzorka naéi ocenu nepoznatog parametra 6 metodom maksimalne
verodostojnosti.

Resenje:

(a) Metod momenata:
Matematicko o¢ekivanje obelezja je E (X) = —2- g +0- g +7(1— %) =7- 12;0.
Aritmeticka sredina realizovanog uzorka je 4 = my = 7.

Izjednacavanjem E (X) sa my4 dobijamo jednacinu iz koje izra¢unavamo nepo-

: ) 160 _ 3 25 _ 160 j_ 125 _
znati parametar 0: 7 — == = 5 = $ = == = 0 = £ = 1.953125.

o

(b) Metod maksimalne verodostojnosti:
Funkcija verodostojnosti je
L(z1,20,23,24;0) =P(X =0)-P(X =-2)-P(X =7)-P(X =-2) =
8.9 ( _2_9).22(2)3.(1_%)
5°5 5/)°5 5 5/
Logaritmovanjem gornje jednakosti dobijamo
In L2y, x9,x3,24;6) =3 - ln% +In(1 - 2—59), parcijalni izvod od In L po @ je
Oln L(x1, x2,23,24;0) _3 1 1 2 3 2 15 — 86

90 -

st E)
Oln L(xy,...,24;0)
00

T 0 5-20 0(5-20)

| =

Dalje, iz jednacine = 0 sledi da je 15 — 89 = 0 odnosno

=1 =1.875.

[154] Obelezje X date populacije ima raspodelu

Na osnovu uzorka (1,1,0,0,0,—1,—1,2,2,2,2 —1,0) nadi ocenu nepoznatog parametra

6.

1 1

1-6

wls |
wles O©
wls D

(a) Metodom momenata.

(b) Metodom maksimalne verodostojnosti.
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Resenje:

(a) Metod momenata:
Matematicko o¢ekivanje obelezja je E (X) = —1-%—0- §+1-(1—9)—|—2- g = 1—%.
Aritmetic¢ka sredina realizovanog uzorka je Z13 = mi3 = 1—73
Izjednacavanjem E (X) sa mi3 dobijamo jednaéinu iz koje izraGunavamo nepo-

: ) 20 _ 7 b_ 9 _
znati parametar 0: 1 — % = 15 = 0 = 35 = 0.692.

(b) Metod maksimalne verodostojnosti:
Funkcija verodostojnosti je
L(zy,...,213;0) =P(X = —-1)3-P(X =0)* . P(X =1)2 . P(X =2)* =
()7 (5) (1= (5)" = ()" (1 -0
Logaritmovanjem gornje jednakosti dobijamo
In L(xq,...,213;0) =11 - lng + 21In(1 — 0), parcijalni izvod od In L po 0 je

Oln L(xy,...,213;0) 1 1 1 11 2 11— 136
—1l ;s 2 (1) = — — -
a0 R L I e T )
InL ; 11-1
Dalje, iz jednadine Ol (ml,c% 2131 6) = 0 sledi da je 9(17_2;9 = 0 odnosno

11-130=0= 60 = 1 = 0.84615.

[155] Obelezje X date populacije ima raspodelu

2 11 2
Xi(ﬁ ) 1_@)
4 3 4

Na osnovu uzorka (—2,—2,-1,2,—2,1,—-2, -2, -2, —2) naéi ocenu nepoznatog para-
metra 6.

(a) Metodom momenata.

(b) Metodom maksimalne verodostojnosti.
Resenje:

(a) Metod momenata:
Matematicko ocekivanje obelezja je E (X) = -2 — £+ ¢ 4 2(1 - 5%) =2 — 2.

Aritmetic¢ka sredina realizovanog uzorka je Z1g = mig = —% =—1.2.
Izjednacavanjem E (X) sa m1o dobijamo jednacinu iz koje izracunavamo nepo-
znati parametar 6: 2 — % =-12=0= % = 1.422.

(b) Metod maksimalne verodostojnosti:
Funkcija verodostojnosti je
L(ml,...,xlo;e):P(X: 2)7P(

H5 5 0-D=®D"F0-9.

=



Logaritmovanjem gornje jednakosti dobijamo
In L(xq,...,210;0) = 8- ln% + lng +In(1 - %), parcijalni izvod od In L po @ je

Oln L(xy,...,210;0) 11 1 1 1 5 9 5
:8._._+_._+7.(__):__—:
o6 g 4 £ 3 (1-2 6 6 6—50
54 — 500
6(6 —50)
OlnL ;0 54 — 500
Dalje, iz jednacine - (xl’ae » $105 ):OSledi dajem:()odnosno
~ 54
0 =— =1.08.
50

[156] Broj poziva u minuti na informacijama autobuske stanice ima Poissonovu raspo-
delu P(N). Na slucajan nacin je izabrano 10 minuta u toku dana i zabeleZen broj poziva
(2,3,3,2,0,3,2,1,3,1). Metodom momenata i metodom maksimalne verodostojnosti
nacéi ocenu nepoznatog parametra .
Resenje:
Obelezje X ima Poissonovu raspodelu P(\), gde je P(X = k) = ’\k—Te_)‘, k=0,1,...
Metod momenata:
Poznato je da je matematicko o¢ekivanje E (X) = A.

2

Aritmeticka sredina realizovanog uzorka je 19 = 1—8 =2.

Izjednacavanjem E (X) sa Z,, sledi da je nepoznati parametar A = 2.

Metod maksimalne verodostojnosti:
L(z1,...,210;A\) =P(X =0)-P(X =1)2 . P(X =2)? . P(X =3)* =
0 1 2 3 20
%e—/\ X (%e—A)Q . (%e—A)S . (%e—A)4 _ %e—lm
InL(x1,...,210;A) =20In A —In 12 — 10\, a parcijalni izvod od In L po A je
Ol L(wy,...,210,\) 20 10

Ol L(xq,...,z10; \)
O\

Dalje, iz jednacine = 0 sledi da je % —10=0=A=2.

[157] Reakcija oka na jednu vrstu nadraZaja ima eksponencijalnu raspodelu E(a). Ek-
speriment je izurSen deset puta i dobijeni su rezultali (izraZeni u nano sekundama):

1.41, 1.28, 2.49, 0.95, 0.26, 3.83, 1.56, 3.87, 0.83, 3.37
Metodom momenata i metodom maksimalne verodostojnosti naci ocenu nepoznatog
parametra a.

Resenje:
Data je eksponencijalna raspodela £(a), njena funkcija gustine je

ae” %, x>0
px(z) =

0, <0 .

Metod momenata:

Poznato je da je matematicko ocekivanje kod eksponencijalne raspodele E (X) = —.
a
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_ 1 1 19.85
Ocenjujemo E (X)) vrednos¢u X,,. Dobijamo da je — =z, = — = 0 = 1.985.
a a
Dakle, @ = 1955 =~ 0.504.

Metod maksimalne verodostojnosti:
Funkcija verodostojnosti je

L(z1,...,z10;a) = p(1.41) - p(1.28) - p(2.49) - ... - ¢(3.37) =
10 =0 (1L AI+1.284 2,49+, +3.37) _ 10,-19.850 o] ¢

Oln L(z1,...,z10;0a)
) da
=0 sledi da je — = 1.985 = a = 0.504.
a

In L(x1,...,210;a) = 10lna — 19.85a, a kako je
Oln L(x1,...,z10;0a)
da

— 101 ~19.85,
a

iz jednacine

[158] Neka obelezje X ima gustinu

CL’G X
R B H I

Na slucajan nacin izabran je uzorak
0.92 0.79 0.9 0.65 0.86 0.47 0.73 0.97 0.94 0.77

Metodom momenata i metodom maksimalne verodostojnosti naci ocenu nepoznatog
parametra 6.

Resenje:

Metod momenata:

Za datu neprekidnu slué¢ajnu promenljivu

1 1
E(X)= g’x(e +1)abde = (0 +1) fol 20 dr = z—i;me‘” = G—E.

Kako je 7, = 1% = 0.8, izjednacavanjem E (X) sa T1p dobijamo jednacinu 7 =0.8,

odakle je 6 = 3.

Metod maksimalne verodostojnosti:

Funkcija verodostojnosti je

L(z1,...,210;0) = ©(0.92)-©(0.79) - ©(0.9) - ©(0.65) - ©(0.86) - ©(0.47) - ©(0.73) - ©(0.97) -
©(0.94) - ©(0.77) = (0 4+1)1°(0.92-0.79-0.9-0.65 - 0.86- 0.47-0.73-0.97-0.94-0.77)% =
(0 +1)'°(0.0880806)%, logaritmovanjem funkcije verodostojnosti L dobijamo

InL(zq,...,210;0) = 10In(d + 1) + 61n 0.0880806 i kako je

Oln L(xy,...,210;0) 1
=10 In 0.0880806.
a8 pr1 "

81DL(.131, ce ,1‘10;9)
00

1z jednacine

0=3.116 .

1
= 0 sledi da je 10—— — 2.4295029 = 0, odnosno
0+1

[159] Obelezje X ima gustinu raspodele:

1
Sﬁx(f)ax)_{ Vi et

x
)

0, <0’
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(a) Na slucajan nacin izabran je uzorak

1.2 23131416 1.2 2.1

Metodom momenata 1 metodom maksimalne verodostojnosti naci ocenu nepozna-
tog parametra 6.

(b) Metodom maksimalne verodostojnosti naci ocenu parametra 0 (za uzorak obima

n)

Resenje:

(a)

Metod momenata:
Za datu neprekidnu slu¢ajnu promenljivu

o0 L o [ .. [T ..
E(X) = Ofa:%e Vidr = \/iag’a:e Ve dx ovaj integral reSi¢emo parcijalnom
integracijom, gde je u = x a dv = e_%dx, odakle je du = dx iv = —\Be V5.

0+ 90fe edx) \/5( 9{6 7 dx)
o0
0

Dalje je E(X) = %((—m/@eiﬁ)
[ e Vide = —Ve Ve =0.
0

=/0, jer je (— x\/gefﬁ)
1.1 _

Kako je 77 = == = 1.5857, izjednacavanjem E (X) sa Zr dobijamo jednacinu
V0 = 1.5857 = 0 = 2.5145.

Metod maksimalne verodostojnosti:

L(aijl,...,xﬁ@) = ¢(1.2) - p(2.3) - ©(1.3) - ©(1.4) - p(1.6) - ©(1.2) - p(2.1) =

_1.24+2.3+1.341.441.6+1.2+42.1 ]_ 11

oo
0

Vi . Kako je

e Vo =—e
(Vo) 0%

7 11.1
mL(z1,...,27.0) = —=Inf — —=
n (.131, y L73 ) ) n \/g
AR L5 PR —7V0 +11.1 .
60 2 206
alnL(mléé"’x“g) = 0 sledi da je —7v@ + 11.1 = 0 to jest

, parcijalni izvod od In L po 0 je

OlnL(xy,...,x5;0) T
a0 2
Iz jednacine

0 = 2.5145.

Funkcija verodostojnosti za uzorak obima n je

1l = ety DX
L(xl,...,xn;Q):H—e Vi=0"%e VS,
i Vo

InL(zy,...,2,;60) =Inf~ 2 +lne_‘/§i:1xi =——1In6 — —sz

Trazimo maksimum funkcije InL po 6 :

n
—nH%—l-Exi
Oln(x1,...,2n;0) nl 1, 5 i=1
=—s a0y gm0 —— 2L =0
90 2 0 2 & 200
n
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[160] Neka obelezje X ima normalnu N (m, o) raspodelu

1 7(w—vg>2
%X(x)za Tﬂe 202 xR

Na slucajan nacin izabran je uzorak od 100 studenata. Bodovi koje su studenti osvojili
na ispitu prikazani su u tabels.

osvojeni bodovi I; [0,20) [20,40) [40,60) [60,80) [80,100]
broj studenata (frekvencija) f; 5 17 42 27 9

Metodom momenata naci ocenu nepoznatih parametara m i o.

Resenje:
osvojeni bodovi I; [0,20) [20,40) [40,60) [60,80) [80,100]
broj studenata (frekvencija) f; 5 17 42 27 9
sredine intervala x; 10 30 50 70 90

5
o 1 .
Kako je Z100 = E;:l:xifi: To6 (1054301745042 +70- 274 90 9) = 53.6 i

5200 = Wlo(102'5—1—302-17+502-42+702-27+902~9)—53.62 = 3260—2872.96 = 387.04 ,
i kako kod normalne N (m, o) raspodele znamo da je E (X) = m, a D(X) = o2, me-
todom momenata ocenjujemo nepoznate parametre reSavanjem jednacina m = T1gg 1
0? = 52, odakle dobijamo da je m = 53.6, a 02 = % - 387.04 = 390.9494.

n—1

[161] Neka obelezje X ima normalnu (Gausovu) N(m, o) raspodelu

1 _<w—v;>2
@X(x)zame 2.2 zeR

Na slucajan nacin izabran je uzorak

021201

Metodom maksimalne verodostojnosti naéi ocenu nepoznatih parametara m i o.

Resenje: Funkcija verodostojnosti je
L(xli- 63, 0) = 0(0) - p(2) - (1) - p(2) - p(0) - (1) =

_02+22+12+22+02+12—2(20+2+1+2+0+1)m,+6m,2 1 _ 10—12m2+6m,2
—_—e 20 = e 20
o6 (y/27)8 ob(2m)3
10 — 12 6m? 10 — 12 6m?
InL(zq,...,26;m,0) = —ln0623wg—ﬂ = —61na—31n27r—ﬂ
202 202

S obzirom da imamo dva nepoznata parametra, radimo prvo izvod po nepoznatom pa-
rametru m, a zatim po nepoznatom parametru o.

InL(z,. .., x6; 1
Onllzy, - sweimio) L o qom) =0 = 124 12m = 0.
om 202
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Oln L(xy,...,x6;m,0) _ —6l— (10 — 12m + 6m?) (205 = —60% 4+ 10 — 12m + 6m?
o

2 o3

Oo
—607% + 10 — 12m + 6m? = 0.
ReSavanjem sistema jednacina —12412m =0 i —602+10—12m+6m? = 0, dobijamo

. _ . 2_2
dajem=11i0"= 3.

[162] Neka je dat uzorak (X1, Xs,...,X,) iz normalne N'(m, o) raspodele, gde su m
i 0 nepoznati parametri.

1 (z—m)?
px(x) = e 22 , zek

Metodom maksimalne verodostojnosti nacéi ocenu nepoznatih parametara m i o.

Resenje:
Funkcija verodostojnosti je
1 éjl(x —m)
L(xy,...,20;m,0) = p(x1) - @(x2) ... - p(x),) = ————=—e 257
(z1 n3m, o) = (x1) - p(x2) p(n) o (Vo)
2 ( ) > (wi —m)?
InL(zy,...,2n;m,0) = —an”(Zﬂ')f—l:lT = —alna —§ln27r—z:1T

S obzirom da imamo dva nepoznata parametra, radimo prvo izvod po nepoznatom
parametru m, a zatim po nepoznatom parametru o. Jednacine verodostojnosti su

Oln L(xy,...,Tn;m,0) P = .(_1)21‘:1 — 0=

. om 202 o

Z(mi—m):0:>x1—m—i—xg—m—i—...—i—xn—m:Oéin—nm:Oi
i=1 i=1

m= — Ea:z.

Kako Je 0’ pozitivan broj sledi da je maksimum izraza koji zavisi od o isti kao da

trazimo maksimum po o2.

Ol L(xy,...,xn;m,0) no 1 1Z(x'_m)2(_02)72_

Oo? 2 02 2

n

1 2
~ 5.3 2042 z;—m)?>=0= —no —1—122 z; —m)? =0= o’ EZ(xz—m) .
Resavanjem sistema jednacina, dob1h smo nepoznate parametre

Exz—xn i 022%2(331—3:")2.

i=1
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3.2.2 Intervalne ocene

Interval poverenja za nepoznato matematicko oc¢ekivanje m obelezja sa nor-
malnom N (m, o) raspodelom

e Ako je standardna devijacija o obeleZja poznata
- - o
I= (Xn —a%,Xn—i—a%) y

gde je X,, aritmeticka sredina uzorka, n obim uzorka, 8 zadati nivo poverenja
a vrednost a se pronalazi u tablici normalne A(0,1) raspodele po obrascu a =

—1 (148
ot ().
e Ako je standardna devijacija o nepoznata,

_ Sn o Sn
I=(X,-a——, X, )
< a\/n—l e n—1>

gde je S, uzoracka standardna devijacija. Ako je obim uzorka n > 30, moZemo

primeniti centralnu grani¢nu teoremu i tada je a = ¢! (%) Ukoliko je

n < 30, tada je a =t,_, 115 iz tablice Studentove raspodele.
)

Interval poverenja za nepoznatu disperziju ¢? obeleZja sa normalnom ras-
podelom N (m, o)

S2 nS? S2
dvostrani: I = (u, n—b”>, jednostrani: I = (0, u)
a c

U prethodnim izrazima n je obim uzorka, S? je uzoracka disperzija, a vrednosti a, b i
¢ ¢itamo iz tablice Pirsonove x? raspodele, sa n — 1 stepenom slobode:

— 2 _ 2 2
a_Xn—l,#’ b_Xn—l,#’ €= Xn-1,8

Jednostrani interval poverenja za nepoznatu disperziju ima za donju granicu broj
0, zato $to disperzija ne moze imati negativnu vrednost. Koristi se kod testiranja
parametarskih hipoteza.

Interval poverenja za nepoznatu proporciju p obelezja sa binomnom B(n, p)
raspodelom

Proporcija p predstavlja verovatnocu uspesne realizacije obelezja sa binomnom raspo-
delom i ocenjuje se intervalom

I—(p_a ﬂ’p_’_a’ pq >.
Vn—1 Vn—1

K
n

U prethodnom izrazu p = =, gde je K broj uspesnih realizacija u uzorku obima n,
1

_ _ a1 (1
g=1-p,aa=¢ (T)
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Pomoc¢u ovog intervala mozemo oceniti i nepoznat broj pozitivnih realizacija
obeleZja sa binomnom B(n,p) raspodelom u populaciji obima N tako §to ¢emo obe
granice intervala za proporciju pomnoziti obimom populacije N tj.

(= (50 oy [,

[163] Dati su podaci o visini u centimetrima 36 slucajno odabranih sportista jednog
kluba. Naéi 90% interval poverenja za srednju vrednost visine sportista ako je poznata
standardna devijacija o = 10cm.

183.7, 185.9, 178.0, 185.5, 185.1, 18/.4, 184.3, 183.3, 184.4,
165.2, 178.9, 173.9, 173.7, 194.3, 186.3, 183.8, 175.}, 176.2,
176.5, 180.4, 177.1, 174.3, 187.6, 198.8, 188.1, 180.1, 187.1,
164.9, 172.6, 185.5, 167.9, 165.1, 199.2, 168.4, 169.1, 175.3

Resenje:  Pretpostavljamo da obelezje koje posmatramo, visina sportiste, ima nor-
malnu raspodelu A/(m, o) (vidi napomenu). Srednja vrednost nekog obelezja je upravo
matematicko ocekivanje, pa zadatak reSavamo nalazeci interval poverenja za nepoznato

oCekivanje m sa poznatom devijacijom o: I = ()_(n — a\/Lﬁ, X, + a\/Lﬁ).

Obim datog uzorka je n = 36, aritmeticka sredina iznosi Z, = %(183.7 + 185.9 +
-4+ 175.3) = 179.9528, a kako je zadati nivo poverenja 5 = 0.90, iz tablice Gausove
raspodele ¢itamo da je a = ¢! (1+(2)_.90) = ¢~ 1(0.95) = 1.645.
Uvrstavanjem izra¢unatih vrednosti u formulu dobijamo da je

1 1
I = (179.9528 —1.645 - —O, 179.9528 + 1.645 - —0) .

V36 V36

Interval poverenja za srednju vrednost visine sportista posmatranog kluba, sa nivoom
poverenja od 90%, je
(177.211cm, 182.694cm).

Napomena. Pretpostavka da posmatrano obelezje ima normalnu raspodelu ne vazi
uvek u praksi. Ali, centralna grani¢na teorema nam garantuje da ¢e za dovoljno ve-
liko n rezultati dobijeni pomocu gornjih formula priblizno vaziti za srednju vrednost
posmatranog obelezja ako to obelezje ima raspodelu koja zadovoljava uslove centralne
granic¢ne teoreme.

Napomena. U literaturi i kompjuterskim programima se ¢esto uvodi veli¢ina se(Z,,) =
ﬁ koju nazivamo standardna greska, (engl. standard error). Takode se u literaturi

saz=¢ ! (#) obelezava takozvana z-vrednost (engl. z-value). Sa tim oznakama

formulu za interval poverenja pisemo (Z,, — z - se(Ty,), Tn, + 2 - s€(T)).

[164] Aparat za merenje krvnog pritiska w mmHg je testiran na sluéajno odabranim
zdravim regrutima na regrutaciji. Izmerene vrednosti su: 118, 100, 119, 122, 113, 115,
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113, 181, 119, 118, 116, 1536, 128, 114, 123, 125, 136, 119, 115, 124, 125, 120, 121,
128, 124, 102. Naéi 99% interval poverenja za prosecni krvni pritisak zdravih regruta.

Resenje: U ovom zadatku standardna devijacija obelezja nije poznata, pa koristimo
interval poverenja za nepoznato ocekivanje m sa nepoznatom devijacijom o : I =
(X, —a- \/%,Xn—f—w \/‘:—Tl)

Uzorak sadrzi n = 26 elemenata, z,, = (118 + 100 + - -- + 102)/26 = 120.154, 5, =
/(1182 + 1002 + - - - + 1022) /26 — 120.1542 = 8.3006. Posto je obim uzorka manji od
30, vrednost a nalazimo iz tablice Studentove raspodele. Za zadati nivo poverenja

,8 = 099, a = t26_171+g.99 = t2570.995 = 2.787.

Trazeni interval poverenja za prose¢ni krvni pritisak zdravih regruta je

2.787 x 8.30057 2.787 x 8.30057

I =(120.154 — ,120.154 +
( V25 V25

) = (115.527,124.781).

ocena || 1| 2| 8| 4|95

[165] U tabels brojdaka || 5| 9| 4| 5| 5 sy prikazane ocene na pismenom ispitu u
slucagno odabranom odeljenju petog razreda. Poznato je da se ocene ponasaju u skladu
sa Normalnom raspodelom. Proceniti 95%-im intervalom poverenja srednju ocenu na
pismenom u petim razredima, ako

(a) je poznato da standardno odstupanje ocena na pismenom iznosi o = 1.4.

(b) standardno odstupanje ocena na pismenom nije poznato.

Resenje: Deo zadatka pod (a) reSavamo pomocu intervala poverenja za nepoznato
m sa poznatim o. Podaci su dati u vidu grupisanog uzorka, tako da je obim uzorka
n=54+9+44+54+5=28iz, = 2—18(1-5+2-9+3~4+4~5+5-5):2.8571.

Za =095 a=¢ ' (H£392) = ¢~ (0.975) = 1.96.

Interval poverenja za srednju ocenu je

1.4 1.4
2.8571 —1.96——,2.8571 + 1.96—=
( V28 V28

Kako u zadatku pod (b) standardna devijacija (odstupanje) nije poznata, koristimo
interval poverenja za nepoznato m sa nepoznatim o. Nepoznatu standardnu devijaciju
ocenjujemo uzorackom standardnom devijacijom

) = (2.3385,3.3757).

1
Sp = \/2—8(12-5+22-9+32-4+42-5—|—52-5)—2.857122\/1.9084:1.4073.

Obim uzorka je manji od 30, tako da je a = t2871} 140.05 = to7,0.975 = 2.052.
Interval poverenja za srednju ocenu u ovom slucaju je

1.4073 1.4073
(2.8571 — 2.052——, 2.8571 + 2.052
V27

V27

) = (2.3014, 3.4128).
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Napomena. U veéini sluc¢ajeva, pa tako i ovde, mozemo uociti da poznavanje stan-
dardne devijacije obelezja smanjuje interval poverenja, odnosno povecéava preciznost
ocene nepoznatog ocekivanja. Medutim, ovaj podatak u praksi najcesée nije poznat.

[166] Kontrola kvaliteta u fabrici za proizvodnju deterdZenta je izmerila masu pojedi-
nacnih pakovanja iz slucajno odabranog uzorka. Rezultati su dati u tabeli.

masa [g]|| [4800, 4900)| [4900, 4950)] [4950, 5000)| [5000, 5050)] [5050, 5100)] [5100, 5200]

fi 8 31 96 109 48 8

(a) Naéi 95% interval poverenja za prosecnu masu deterdZenta u jednom pakovanju.

(b) Naéi 99% interval poverenja za prosecnu masu deterdZenta u jednom pakovangu.

Resenje:  Standardna devijacija posmatranog obeleZja (masa deterdZenta) nije po-
znata, i zato koristimo formulu za interval poverenja za matematicko ocekivanje sa
nepoznatim o. Uzorak je intervalni, pa potrebne vrednosti ra¢unamo na sledeéi nacin:

n=>y fi=84+31+..+8= 300,

1 1
T = > (@ifi) = 307 (48508 - 8 4 4925 - 31 4 .. 4 5150 - 8) = 5005.33,

|

1
n = \/%(48502 -8+449252 - 31 + ... + 51502 - 8) — 5005.332 = 55.7965.

Obim uzorka je veéi od 30, pa za odredivanje vrednosti koristimo tablicu Gausove
raspodele. U delu zadatka pod (a) je a; = ¢~ ! (H—g_.%) = ¢1(0.975) = 1.96, dok je
u delu pod (b) az = ¢~ 1 (H£392) = ¢=1(0.995) = 2.576.

Uvrstavanjem izrac¢unatih vrednosti dobijamo intervale poverenja za ocekivanu masu
deterdzenta:

55.7965 55.7965

,5005.33 + 1.96
V299 V299

(a) Iysy, = (5005.33 — 1.96 ) = (4999.01,5011.65),

95.7965 95.7965
,0005.33 + 2.576
V299 V299

(b) Iogy, = (5005.33 — 2.576 ) = (4997.02,5013.64).

Napomena. Uocavamo da se pove¢anjem nivoa poverenja povecava i odgovarajuéi
interval poverenja. Ovo oslikava zakonitost koja vazi kod svih statisti¢kih ispitivanja -
veca pouzdanost vodi do manje preciznosti i obrnuto. Zbog ove zakonitosti ne mozemo
birati prevelike nivoe poverenja (npr. 0.999 i sli¢no) jer bi odgovarajuéi intervali
poverenja bili previSe 8iroki i stoga prakti¢no neupotrebljivi.
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[167] Od 1000 novorodencadi u jednom porodilistu 517 su bili decaci. Naéi 90%
interval poverenja za procenat decaka.

Resenje:  Nepoznati procenat decaka éemo oceniti pomocu intervala poverenja za
nepoznatu proporciju p: I = (p —ay/H5,p+ay /%)

Posmatrani uzorak je obima n = 1000 i u njemu je bilo £ = 517 uspesnih realizacija,
tako da je realizovana proporcija p = % =0517ig=1-0.517 = 0.483. Za zadati
nivo poverenja 3 = 0.9, tabli¢na vrednost a = ¢~* (1£22) = ¢! (0.95) = 1.645.

Trazeni interval poverenja je

/0.517-0.483 /0.517-0.483
517 —1.6454) ———,0.51 1.6454/ ———— | =(0.491,0.54
<057 645 999 ,0.517 4+ 1.645 999 ) (0.491,0.543),

odnosno sa nivoom poverenja 90% mozemo tvrditi da ée biti izmedu 49.1% i 54.3%
decaka.

[168] Kontrola kvaliteta iz zadatka [166] treba da utvrdi 95% interval poverenja za
proporciju pakovanja ¢ija je masa van dozvoljenog odstupanja tj. ispod 4900 g ili preko
5100 g. Ako se godisnje proizvede 350000 pakovanja deterdZenta, odrediti 95% interval
poverenja za broj pakovanja koja su nepropisne mase.

Resenje: 1z tablice date u zadatku [166] vidimo da je broj pakovanja iz kontrolnog
uzorka koji imaju manje od 4900 g jednak 8, isto kao i broj onih koji imaju vise od
5100 g. Stoga je broj uspesnih realizacija k = 8 + 8 = 16 (pod uspehom uvek pod-
razumevamo ono $to je od interesa u zadatku, u ovom konkretnom slucaju uspeh je
kada je pakovanje nepropisne mase). Obim uzorka n = 300, pa je p = % = 0.053 1
g =1-0.053 = 0.947. Tabli¢na vrednost a = ¢~ (H+3:22) = 1.96.

Uvrstavanjem dobijenih rezultata u obrazac za interval poverenja za nepoznatu pro-

porciju, dobijamo

10.053 - 0.947 10.053 - 0.947
. —1. ——,0. 1. — | =(0.02 . .
<0 053 96 599 ,0.053 + 1.96 299 ) (0.0276,0.0783)

Kako je obim cele populacije jednak godisnjoj proizvodnji N = 350000, dobijamo da
je 95% interval poverenja za broj pakovanja koja su nepropisne mase

(350000 - 0.0276, 350000 - 0.0783) = (9660, 27405).

[169] Na jednoj kontrolnoj tacki puta izmerena je brzina slucajno odabranih automobila
1 rezultati su prikazani u sledecoj tabeli:

brzina [km/h]|| [60, 80]] (80, 90]] (90, 100]| (100, 110]] (110, 120]] (120, 140]
il s 20 36 23 15 1

(a) Naéi 95% interval poverenja za proseénu brzinu automobila na toj kontrolnoj
tackz.
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(b) Naéi 99% interval poverenja za prosecnu brzinu automobila na toj kontrolnoj
tacki, ako je poznata standardna devijacija o = 11.2.

(¢) Ako je najveca dozvoljena brzina na tom delu puta 90 km/h, odrediti 90% interval
poverenja za procenat automobila koji se krecu nedozvoljenom brzinom.

(d) Ako u toku jednog dana tim putem prode 1200 automobila, i ako je kazna za
prekoracenje brzine 1500 RSD, odrediti 90% interval poverenja za iznos novca
koji bi sakupila saobracajna policija ako bi naplatila kaznu svima koji su tog dana
1 na tom mestu prekoracili brzinu.

Resenje:

(a) Vrednosti potrebnih statistika su n = 100, z, = 97.4, 5, = 11.863, tabli¢na
vrednost je a = 1.96, pa je odgovarajuéi interval poverenja

I = (95.063km/h, 99.73Tkm/h).

(b) Vrednosti potrebnih statistika su n = 100, Z,, = 97.4, ¢ = 11.2, tabli¢na vred-
nost je a = 2.576, pa je odgovarajudi interval poverenja

I = (94.515km/h, 100.285km/h).

(¢) Obim uzorka je n = 100, uzoracka proporcija je p = 0.75, ¢ = 0.25, a tabli¢na
vrednost a = 1.645. Sledi da je

I = (67.8%, 82.2%).

(d) Interval poverenja dobijamo mnoZenjem granica prethodnog intervala I = (1200-
1500 - 0.678,1200 - 1500 - 0.822) = (1220400 RSD, 1479600 RSD).

[170] Iz obeleZja sa normalnom raspodelom uzet je uzorak obima n = 27. Izracunata
je uzoracka disperzija 83, = 9.7344. Naéi dvostrani i jednostrani interval poverenja za
disperziju sa nivoom poverenja = 0.95.

Resenje: Intervale poverenja za nepoznatu disperziju obelezja sa normalnom raspode-
) ) 3 nS? nS2\ . nS?

lom nalazimo pomoc¢u sledec¢ih formula: I = (T”, T") ,iI= (0, T”)

Obim uzorka i uzoracka disperzija su poznati: n = 27 i 83, = 9.7344, tako da jo$ treba

odrediti tabliéne vrenosti iz tablice x? rapodele. Za zadati nivo poverenja 8 = 0.95,

imamo da je

a = x>

2 2 _ 2 2 _
no1,248 = Xop_q 1005 = X26,0.975 = 419, b = Xpo1128 = Xpp_y1-008 =

2
X%6,0.025 =138, c= X%G’O,% = 38.9.
Dakle, dvostrani interval je

N (27 x 9.7344 27 x 9.7344

= (6.27,19.
419 7 138 > (627, 19.05),
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a jednostrani

nS? 27 x 9.7344
I = n = —_— = . .
<0, - ) <0, 50 ) (0,6.76)

[171] Uz pretpostavku da obeleZje ,,masa pakovanja” iz zadatka [166] ima normalnu ras-
podelu, izracunati 98-procentni dvostrani i jednostrani interval poverenja za nepoznatu
disperziju uzorka.

Resenje: Iz zadatka [166] imamo 32 = 3113.25, n = 300. Za 8 = 0.98 nemamo
vrednost za dato m u tablicama. Ipak, vrednosti a i b moZzemo pribliZzno izra¢unati

koriste¢i centralnu grani¢nu teoremu.

Ocekivanje za slu¢ajnu promenljivu sa x2 raspodelom je n, a disperzija 2n. Za nad
interval poverenja koristimo slu¢ajnu promenljivu sa x2_; raspodelom.

P(Xfl1<b):P<Xi1_(n_1) b_("_1)> ~0.99.

V2(n—1) = V2(n—1)

‘x : o b=(n—1) -1 _
Iz centralne grani¢ne teoreme sledi da je 2D ¢~1(0.99) = 2.33.

Odatle dobijamo b ~ 299 + 2.33+/2 - 299 = 355.978.

Sli¢no iz
(-1 xpoi—(n-1)
Pla<y )=p[i=n=D X = 0.99
(@< x01) <\/2(n—1) V2 —1)
sledi da je “2=D ~ —4-1(0.99) ~ —2.33. Odatle a ~ 299 — 2.33v/2 - 299 = 242.111.

i

2(n—1

Kako je P (a <xi ;< b) ~ 0.98, dobijamo 98-procentni interval poverenja za o?:

2 ¢ (30053 30052) (300 x 3113.25 300 x 3113.25
g =

= (2623. 63).
b oa 355.978 7 242.111 ) (2623.69, 3857.63)

3.3 Statisticki testovi

Ako znamo realizovane vrednosti prostog sluc¢ajnog uzorka obelezja X, moZzemo posta-
viti neke pretpostavke o raspodeli obelezja X, takozvane statistiCke hipoteze. Ako
se hipoteza odnosi na vrednost parametra poznatog oblika raspodele, tada je u pitanju
parametarska hipoteza, a ako se pretpostavka odnosi na funkciju raspodele, onda
je to neparametarska hipoteza.

Provera hipoteze se naziva statisticki test. Kod svakog statistickog testa unapred
je definisan prag znacajnosti «, koji predstavlja najveéu dozvoljenu verovatnocu
greske I vrste tj. verovatnoéu da smo nultu hipotezu odbacili iako je zapravo tacna.

Obradi¢emo nekoliko parametarskih i neparametarskih testova.
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3.3.1 Parametarski testovi

Zajednicka karakteristika svih parametarskih testova je da unapred znamo raspodelu
obelezja, a testom proveravamo pretpostavljene vrednosti pojedinih parametara te
raspodele (npr. m ili o kod normalne raspodele, p kod binomne raspodele, itd...).
Razlikujemo dve osnovne kategorije ovih testova:

e parametarske testove jednog uzorka;
e parametarske testove dva uzorka.

Kod parametarskih testova jednog uzorka nulta hipoteza je oblika Hy(0 = 6y), gde
je 6 nepoznati parametar raspodele obelezja, a 6y njegova pretpostavljena vrednost.
Osnovni nacin provere ovakvih hipoteza je pomocu statisti¢kog testa znacajnosti,

koji se sastoji u tome da odaberemo odgovarajucu statistiku U = u(X1, Xo, ..., X,,) u
kojoj figuriSe nepoznati parametar 6 i ¢ija raspodela nam je poznata. Uz pretpostavku
da je 6 = 6y, dobicemo konkretnu vrednost statistike U = u(xq,za,...,zy,). Ako je

a*, verovatnoca odstupanja statistike U od realizovane vrednosti, manja od unapred
zadatog praga znacajnosti «, hipotezu odbacujemo, u protivnom je ne odbacujemo.
Alternativni na¢in provere parametarskih hipoteza jednog uzorka je pomocu intervala
poverenja. Za zadati prag znacajnosti a napravimo interval poverenja I za traZzeni
parametar #, sa nivoom poverenja 5 = 1 — a. Ako pretpostavljena vrednost 6y € I,
nultu hipotezu prihvatamo sa pragom znacajnosti «. U protivnom je odbacujemo.

Kod parametarskih testova dva uzorka cilj je da utvrdimo da li dva uzorka pripadaju
istoj populaciji tj. da li imaju iste vrednosti parametara raspodele. Zbog toga je nulta
hipoteza oblika Hy(6; = 63).

I Test jednakosti srednjih vrednosti dva uzorka sa normalnom raspode-
lom
Nulta hipoteza je oblika Hy(my = ms). Ovaj test se koristi samo kada se stan-
dardne devijacije mogu smatrati jednakim. Neka su n; i ng obimi uzoraka, X i
X, aritmeticke sredine, a S? i S2 uzoracke disperzije. Neka je f =1 — a.

e Ako je ni + ng > 30, moZzemo koristiti aproksimaciju standardizovanom
normalnom raspodelom. Tada pravimo statistiku

v % - - g2 &2
X1 —Xo Se(X1 — Xa) = i-i—i

ZJy= ——— .
0 Se(X1 _XQ)’ ni1 no

Hipotezu prihvatamo sa pragom znacajnosti o ako realizovana vrednost

1
20 € (—a,a), gde je a = ¢~ ! (%ﬁ

e Ako je mp + ny < 30, koristitimo Studentovu raspodelu. Tada pravimo

) , & u protivnom je odbacujemo.

statistiku
X —-X _ _ —~1)S2 —~1)82
T, = £ % 7 Se(Xl—Xg) _ (711 )Sl + (TLQ )SQ . ny + TLQ.
Se(X1 — XQ) ny+ng — 2 nineo
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Hipotezu prihvatamo sa pragom znacajnosti a ako ty € (—a,a), gde je

a=1t, i, o 145, a1 protivnom je odbacujemo.

IT Test jednakosti proporcija dva uzorka sa binomnom raspodelom

Nulta hipoteza je oblika Hy(p; = p2). Neka su nj i ng obimi uzoraka, ki i
ko brojevi pozitivnih realizacija u uzorcima, a p; = fL—ll ipy = fb—i realizovane

uzoracke proporcije. Neka je § = 1 — a. Formiramo statistiku

p1— D2 1 1 k1 + ko
= —— Selpr—p2)=/pa(—+—), p= ; g=1-p.
’ Se(p1 — p2) (P 2) (711 n2> ny + n2

Hipotezu prihvatamo sa pragom znacajnosti a ako zy € (—a,a), gde je a =

1
¢! (%ﬁ) , a u protivnom je odbacujemo.

Navedeni postupci se odnose na tzv. dvostrane testove, u kojima je alternativna
hipoteza oblika Hi (0 # 6p) tj. Hi(01 # 62). Osim ovih, postoje i tzv. jednostrani
testovi, u kojima kao alternativu nultoj hipotezi postavljamo nepotpunu negaciju po-
laznog tvrdenja (npr. Hy(6 > 6p) ili Hy (01 < 62)).

[172] Kocka za igru je na sluéajan nacin bacena 1000 puta. Sestica je pala 200 puta.
Testirati hipotezu da je kocka ispravna sa pragom znacajnosti o = 0.01.

Resenje: I nacin: Posto je verovatnoca da na ispravnoj kocki padne Sestica jednaka
%, zadatak ¢emo resiti tako Sto ¢éemo testirati hipotezu da je proporcija Sestica u
svim bacanjima jednak py = %. Dakle, nulta hipoteza je Ho(po = %), a alternativna
Hq(py # %) Po Moavr-Laplasovoj teoremi za slu¢ajnu promenljivu sa Binomnom

raspodelom K : B(n,p) vazi
>—2 Ty G Ll R
npo(l —po)

K
(5-»
n

Obratiti paznju na malo i veliko slovo k (i K) u prethodnoj formuli. K je oznaka
za sluc¢ajnu promenljivu a k za realizovanu vrednost te slu¢ajne promenljive, u ovom
slu¢aju ceo broj. Imamo

‘k‘
> = —Dpo
n

1200 — 1000 - &|
¢
V1000 £ (1- 1)

Kako je a* < a, odbacujemo nultu hipotezu. Zaklju¢ujemo da je kocka neispravna.
II naéin: Testiramo nultu hipotezu Hy(py = %) Napraviéemo interval poverenja za
nepoznatu proporciju, sa nivoom poverenja § =1 —a =1 —0.01 = 0.99 i ustanoviti
da li se pretpostavljena vrednost pg = 1 = 0.167 u njemu nalazi. Iz datih podataka
zakljucujemo da je n = 1000, k = 200, p = 20 =02, =1-02=081ia =
¢~ 1(0.995) = 2.576, pa je

10.2-0.8 10.2-0.8
I=102-2. : 242, . = (0.1 .232).
<O 576 999 ,0.2 4 2.576 999 ) (0.168,0.232)
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Posto pg ¢ (0.168,0.232), hipotezu ne prihvatamo sa ovim pragom znacajnosti.

Napomena. Kada je pretpostavljena vrednost blizu granice prihvatanja tj. kada
je a* blisko vrednosti «, promena praga znacajnosti bi mogla promeniti zakljucak.
Medutim, smanjenjem verovatnoée greSske I vrste dolazi do poveéanja verovatnoce
greske II vrste, koju ¢inimo ako prihvatimo nultu hipotezu a ona je u stvari netac¢na.
Verovatnoca greske druge vrste se samo za neke testove moze izrac¢unati. Zbog toga
se u praksi retko uzima prag znacajnosti manji od 0.01.

Optimalno resenje u ovakvim situacijama je ponavljanje ispitivanja, sa pove¢anjem
obima uzorka.

[173] Prema ranijim ispitivangima, 15% zaposlenih u bankama smatra svoj posao
visoko stresnim. Od 120 slucajno odabranih radnika banke X, 44 njih smatra svoj
posao visoko stresnim. Testirati da li procenat prisutnosti stresa u banci X odgovara
prosecnom procentu u bankama, sa pragom znacajnosti o = 0.05.

Resenje: Testiramo nultu hipotezu H (py = 0.15) pomocu 95%-og intervala poverenja
za proporciju. Realizovana proporcija je p = % =037, 4§=063,n=1201a =
»~1(0.975) = 1.96.

0.37-0.63 0.37-0.63
I={037-1.96-y/———2037+1.96-y/ ———" | =(0.283,0.457).
<o37 96 g 037+ 1.96 o ) (0.283,0.457)

Posto pp ¢ (0.283,0.457), hipotezu ne prihvatamo sa pragom znacajnosti 0.05 tj.
zaklju¢ujemo da nivo stresa u banci X ne odgovara proseku.

[174] Za ocene na pismenom ispitu u slucajnom uzorku daka petih razreda iz zadatka
broj [165] testirati hipotezu da je srednja ocena na pismenom ispitu jednaka mo = 3.50
sa pragom znacajnosti

(a) a =0.05 (b) a=0.01
(Sa poznatim standardnim odstupanjem ocena na pismenom o = 1.4.)

Resenje: Testiranje nulte hipoteze Ho(m = my) se moZe svesti na jednostavnu proveru
da li data vrednost mg upada u interval poverenja Sirine 8 = 1 — . Kako smo
u zadatku [165] pronasli interval poverenja za § = 0.95 : [ = (2.3385,3.3757), i
kako naga vrednost 3.50 ne upada u njega, zaklju¢ujemo da se nulta hipoteza pod (a)
odbacuje.

Resimo zadatak pod (b) pomocu testa znac¢ajnosti. Naime, kad se o smanji na 0.01, to
je ekvivalentno sa tim da se 8 poveéa na 0.99, odnosno, da se interval poverenja prosiri.
Verovatno¢u a* moramo izra¢unati, jer se interval poverenja prosirio pa mozda zadata
vrednost upadne u njega.

{fn—TfLo\/H

g

_ X,
o =P (| X, —mo| > |z, —mo|) =P (‘77%\/5 >
o
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Upotrebi¢emo podatke n = 30 i z,, = 2.8 iz zadatka [165]
* |jn - m0| _ _ _
a*=2(1-¢———Vn|)=2(1-¢(2.74)) = 2(1 — 0.9969) = 0.00614 .
o

Kako je o < a, i pod (b) odbacujemo nultu hipotezu, odnosno, zaklju¢ujemo da
srednja vrednost nije jednaka 3.50.

Napomena. Da smo prvo resili pod (b), automatski bi imali da se nulta hipoteza
pod (a) odbacuje, jer je pod (a) veéi prag znacajnosti nego pod (b).

[175] Poznato je da standardna vrednost visine krvnog pritiska kod zdravih osoba iznosi
mo = 115mmHg. Za podatke iz zadatka [164] testirati da li je srednja vrednost kronog
pritiska zdravih regruta jednaka standardnoj sa pragom znacajnosti 5%.

Resenje:  Testiramo nultu hipotezu Ho(m = 115). Ne mozemo iskoristiti interval
poverenja dobijen u zadatku [164] zbog promenjenog nivoa poverenja (sada je § =
1-0.05 = 0.95). Ostale podatke, medutim, mozemo iskoristiti: n = 26, Z,, = 120.154 1
Sp = 8.3006. Obim uzorka je manji od 30, pa vrednost a nalazimo iz tablice Studentove
raspodele. Za zadati nivo poverenja 5 = 0.95, a = t26_17% = t25,0.975 = 2.06.

Trazeni interval poverenja za prose¢ni krvni pritisak zdravih regruta je

8.3006 8.3006
I =(120.154 — 2.06 - ——,120.154 + 2.06 - ——) = (116.734,123.574).

V25 V25

Posto 115 ¢ (116.734,123.574), hipotezu odbacujemo sa pragom znacajnosti 0.05 i
zaklju¢ujemo da srednja vrednost pritiska zdravih regruta nije jednaka srednjoj visini
pritiska zdravih osoba.

[176] Dati su podaci anketiranih putnika GSP-a o tome koliko dugo su cekali autobus:

vreme cekanga [minf || [0,3) | [3.4) | [4,5) | [5,6) | [6,7) | [7,9) | [9,17]
broj putnika 20 15 12 8 5 6 9

Testirati hipotezu da je srednja vrednost cekanja jednaka 5 minuta i 45 sekundi, sa
pragom znacajnosti
(a) a =0.05 (b) a = 0.10.

Resenje: I nadin: Napravi¢emo odgovarajuce intervale poverenja, sa nivoima povere-
nja 95% 1 90%, i ustanoviti da li se pretpostavljena vrednost mo = 5min 45s = 5.75min
nalazi u nekom od njih. Iz intervalno datog uzorka ra¢unamo potrebne veli¢ine:

1
n=> fi=75 I,= Einfi: (1.5-20+--- 4 13.0-9)/75 = 5.04,
1

= S a?f; -2 = (15720 + - +13.0%-9)/75 — 504> = 12.3317, 5, = 3.512,
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Posto je obim uzorka veéi od 30, tabli¢ne vrednosti ¢itamo iz tablice normalne raspo-
dele: ag59, = 1.96 1 a9y — 1.64.

3.512 3.512

Iosy, = (5.04 — 1.962=25.04 4+ 1.9620=") = (4.24, 5.84),

95% = ( 1 74) ( )
3.512 3.512

Ioos = (5.04 — 1.6422=2 5,04 + 1.642°=2) = (4.37,5.71).

V74 V74

Zaklju¢ujemo da pod (a) hipotezu H(mo = 5.75) mozemo prihvatiti sa pragom zna-
¢ajnosti 0.05 jer 5.75 € Igsy, ali da je, pod (b), ne mozemo prihvatiti sa pragom
znacajnosti 0.10, zato §to 5.75 ¢ Iggy. Buduéi da se zaklju¢ak menja u zavisnosti od
nivoa znacajnosti, on nije pouzdan i preporucuje se ponovno ispitivanje, po moguc¢nosti
sa veéim brojem ispitanika.

IT nacin: Predstavi¢emo posmatrane intervale aritmetickim sredinama leve i desne
granice.

z; || 1.5 35|45 |55]|65]|80|13.0
fill 20 | 15| 12 | 8 5 6 9

Obelezje ,duzina ¢ekanja autobusa” mozda i nema normalnu raspodelu, ali, na osnovu
centralne grani¢ne teoreme, mozemo na srednju vrednost posmatranog obelezja prime-
niti testiranje hipoteze o matematickom ocekivanju m normalne raspodele kad o nije
poznato. Dakle, koristicemo sluc¢ajnu promenljivu sa Studentovom ¢,_1 raspodelom
Z = &S'ﬁ v/n — 1. Potrebna deskriptivno statisticka obelezja uzorka n = 75, z, =
5.04 1 5, = 3.51166 su izracunata u prvom nacinu reSavanja zadatka.

A Pretvorimo 5 minuta i 45 sekundi u

0.51 5.75 minuta. Ako je nulta hipoteza
ta¢na, za realizovanu vrednost Stu-
dentove statistike dobijamo

5.04 — 5.75
L L LN T Ty
* = 7351166 VT4 7

Verovatnoca a* odstupanja srednje
‘ : ‘ vrednosti od zadate mg = 5.75 koja
-3 -1.74 1 3 se rac¢una po formuli

ot =P (|agme /=1 >

Loz /i1

predstavlja na slici Srafiranu oblast. Ali, nju nije lako odrediti pomocu tablica kojima
raspolazemo. Umesto toga, mi ¢emo uporediti da li je ta verovatnoca manja ili veca
od datog praga znacajnosti.

Iz tablica sa kraja knjige mozemo ocitati vrednosti broja a takvog da je povrsina ispod
krive gustine Studentove raspodele od —co do a jednaka zadatoj verovatnodi.

Pod (a) ¢emo nadi a za verovatnoéu 1 —a/2 = 0.975. Posto n = 75 nema u tablicama,
uzimamo a za najblizu vrednost n = 60. Ocitavamo a = 2.000. Kako je taj broj veci
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od apsolutne vrednosti |z| = 1.74, to je ekvivalentno sa tim da je a* > «, odnosno, da
se nulta hipoteza ne odbacuje.

Pod (b) dobijamo za 1 —«a/2 =1—10.10/2 = 0.95 (i najblize n = 60) a = 1.671. Posto
je |z] = 1.74 > a = 1.671, odbacujemo nultu hipotezu.

Da bismo lakse pamtili, napravi¢emo tabelu.

zl <a || @ >« || Hy se ne odbacuje
zl>a | o <« Hj se odbacuje

Broj a se ¢ita iz tablice tako da je integral (povrsina) gustine Studentove raspodele od
—o0 do a jednaka 1 — a/2 (za jednostrani test), odnosno jednaka 1 — « (za dvostrani
test) gde je « je zadati prag znacajnosti.

[177] Fabrika deterdZenata je otvorila novu liniju za pakovangje. Nova linija je izradena
po tehnologiji za koju se tvrdi da ima disperziju mase deterdzenta u pakovanju istu kao
i prethodna linija tj. 03 = 55.8. Iz slucajno odabranog uzorka n = 30 pakovanja je
izracunata uzoracka disperzija i utvrdeno je da ona iznosi 32 = 65.2. Testirati datu
turdnju sa pragom znacajnosti o = 0.1.

Resenje: Nulta hipoteza glasi Hy(0? = o2) i testiraéemo je pomoc¢u jednostranog
intervala poverenja za nepoznatu disperziju.

Poznato je da je n = 30, 32 = 65.2. Za zadati prag znacajnosti a = 0.1, odgovarajuéi
nivo poverenja je 5 = 1 —a = 0.9, pa je vrednost ¢ iz tablice Pirsonove raspodele
c= Xi—l,[s = X%g,o,g = 39.1. Jednostrani interval poverenja je:

22
ns;, 29 x 65.2
(, . ) (O7 391 (0,48.36)

Posto o = 55.8 ¢ (0,48.36), hipotezu o pretpostavljenoj vrednosti disperzije odbacu-
jemo sa pragom znacajnosti 0.1.

Napomena: U ovom sluc¢aju, disperzija nove linije je statisticki znacajno manja od
disperzije prethodne, $to je po pravilu dobra osobina.

[178] U dve smene jednog industrijskog pogona je tokom 10 radnih dana praéen ucinak
(izraZen brojem proizvedenih artikala) i rezultati su prikazani u sledecoj tabeli:

Tsmena || 43 | 41 | 40 | 45 391 44 1 42| 46 | 44 | 45
T smena || 40 | 37| 40 | 42| 41| 39| 41| 38 | 40| 39

moze li se sa pragom znacajnosti 0.05 smatrati da se uc¢inak smena razlikuje?

Resenje: Ovaj zadatak se odnosi na testiranje jednakosti parametara raspodele kod
dva uzorka. U ovom sluc¢aju u¢inak je izrazen brojem proizvedenih artikala, pa ¢emo
zato testirati da li postoji razlika medu prose¢nim vrednostima tog obelezja. Nulta
hipoteza se, bez obzira na cilj testiranja, uvek postavlja u formi jednakosti, dakle
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H() (m1 = mg).

Iz prostog uzorka racunamo sledeé¢e numericke karakteristike: obimi uzoraka su ny =
ng = 10, aritmeticke sredine su z; = 42.9, zo = 39.7, a uzoracke disperzije iznose
52 =4.89, 53 =2.01.

Posto je zbir obima manji od 30 ra¢unamo realizovanu vrednost test-statistike Ty:

T1—T 42.9 — 39.7
ty = L2 = = 4.64.
(n1—1)82+(n2a—1)82  nytno \/9-4.89+9~2.01 20
ni+ng—2 ’ ning

18 100

Ovu vrednost uporedujemo sa tablicnom vredno$éu iz tablice Studentove raspodele,
koja za zadati prag znacajnosti o = 0.05 iznosi t10+10—2;% = t18;0.975 = 2.101. Vi-
dimo da 4.64 ¢ (—2.101,2.101), pa hipotezu Hy odbacujemo tj. sa pragom znacajnosti
0.05 zaklju¢ujemo da se u¢inak smena razlikuje.

[179] U fabrici iz prethodnog zadatka je testirana i preciznost rada u dve smene. U I
smeni je provereno 150 slucajno odabranih proizvoda i utvrdena je neispravnost kod 5.
U II smeni je provereno 90 slucajno odabranih proizvoda i pronadena su 2 neispravna.
Proveriti sa pragom znacagnosti 0.01 da li obe smene rade istom precizno$céu.

Resenje: Zadatak éemo resiti tako Sto ¢emo proveriti da li je proporcija neispravnih
proizvoda jednaka u obe smene, stoga ¢e nulta hipoteza glasiti Ho(p1 = pa).

U prvoj smeni, obim uzorka je n; = 150 i bilo je 5 uspesnih realizacija provere ne-
ispravnosti, pa je u ovoj smeni uzoracka proporcija p; = 5/150 = 0.033. Analogno,
uzoracka proporcija u drugoj smeni je po = 2/90 = 0.022. Test statistika zahteva i
rac¢unanje zajednicke proporcije p = —2E2- = 0.029 i vrednosti ¢ = 1 — 0.029 = 0.971.

150490
Sada mozemo izracunati realizovanu vrednost:

pL—p2 0.033 — 0.022

P - = 0.49.
VraE+E) /00200971 + &)

Tabli¢na vrednost a = ¢! (0.995) = 2.576. 0.49 € (—2.576,2.576) pa hipotezu Hy pri-
hvatamo sa pragom znacajnosti 0.01 i zaklju¢ujemo da ne postoji statisticki znacajna
razlika u preciznosti rada izmedu dve smene.

[180] Ucenici 2 odeljenja su ostvarili sledeéi opsti uspeh na kraju skolske godine:
uspeh || [1,2.5) | [2.5,8.5) | [8.5,4.5) | [4.5, 5]
6

I odeljengje broj daka 5 8 10
uspeh || [1,2.5) | [2.5,3.5) | [3.5,4.5) | [4.5, 5]
IT odeljenje broj daka 2 12 10 3

(a) Sa pragom znacajnosti o = 0.05 testirati hipotezu da se srednje ocene u ova dva
razreda ne razlikuju.

(b) Sa pragom znacajnosti o« = 0.05 testirati hipotezu da se procenat "odlikasa"u ova
dva razreda razlikuge.
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Resenje: U delu zadatka pod (a) testiramo hipotezu o jednakosti srednjih vrednosti
posmatranog obeleZja, pa je nulta hipoteza Hy(my = ma).

Iz intervalno datog uzorka rac¢unamo numericke karakteristike koje su potrebne za
rac¢unanje test-statistike. Obimi uzoraka su n; = 29, ny = 27, aritmeticke sredine su
T = 219(1 75-543-84+4-64+4. 75 10) =3.59, Ty = (1 75-2+43-1244-10+4.75-3) = 3.47,
a uzoracke disperzije iznose 52 = (1 752 5+ 32 8 +42.6+4.752-10) — 3.592 = 1.21
i3s3 = (1752 24+32.12+42. 10—1—4752 3) — 3.47% = 0.62.

Posto Je zbir obima 29 + 27 = 56 veéi od 30 rac¢unamo realizovanu vrednost test-
statistike Zp:

T — 7 3.59 — 3.47

= 22— —0.48.
EEE 1 21 0.62
Fria + 57

Tabli¢na vrednost iz tablice Gausove raspodele iznosi a = ¢! (&2'95) =¢71(0.975) =
1.96. Vidimo da 0.48 € (—1.96,1.96), pa hipotezu Hp ne odbacujemo tj. sa pragom
znacajnosti 0.05 zaklju¢ujemo da se prose¢ne ocene posmatranih odeljenja ne razlikuju
statisticki znacajno.

Tako je cilj dela zadatka pod (b) da testira postojanje razlike u proporciji uc¢enika sa
odli¢nim uspehom medu odeljenjima, nulta hipoteza je Hyo(p1 = p2), a alternativna je
Hi(p1 # pa).

U prvom odeljenju, obim uzorka je n; = 29 i bilo je 10 uspesnih realizacija (tj. od-
likaga), pa je u ovom odeljenju uzoracka proporcija p; = 10/29 = 0.345. Analogno,
uzoracka proporcija u drugom odeljenju je po = 3/27 = 0.111. Zajednicka proporcija
jep= g5 =0.232a¢=1-0232=0.768.

Realizovana vrednost statistike Zy je:

—DP2 0.345 — 0.111
\/Pq ) \/0.232-0.768(%+2_17)

=2.07.

Tabli¢na vrednost za dati prag znacajnosti je a = ¢~ (0.975) = 1.96. Posto 2.07 ¢
(—1.96,1.96) hipotezu Hy odbacujemo sa pragom znacajnosti 0.05 i prihvatamo hipo-
tezu H; tj. zakljucujemo da se odeljenja statisti¢ki znacajno razlikuju po proporciji
odli¢nih ucenika.

[181] Ispitivanje iz Zadatka [176] o vremenu éekanja autobusa je ponovljeno. U novom
ispitivangu, anketirano je ukupno 120 putnika GSP-a. Utvrdeno je da je prosecno
vreme cekanja 4.52 minuta, sa disperzijom od 10.67 minuta. Pritom, 42 ispitanika su
cekala autobus bar 5 minuta. Sa pragom znacajnosti 0.05 proveriti da li se kod ovog 1
prethodnog ispitivanja

(a) razlikuje prosecno vreme cekanja autobusa;
(b) razlikuje proporcija putnika koji su éekali autobus bar 5 minuta.
Resenje: (a) Nulta hipoteza je Ho(my = ma).

U zadatku [176] su izra¢unate relevantne vrednosti za prvo ispitivanje: ny = 75, T =
5.04 i 5% = 12.33. Dati podaci za drugo ispitivanje su: ny = 120, oo = 4.52 i
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53 = 10.67. Ukupan obim uzoraka 75 + 120 = 195 je vedi od 30, tako da koristimo
sledec¢u statistiku:

T1 — To . 5.04 — 4.52
52 2 12.33 10.67
\/n_l1 + \/ 75 T 120

Odgovarajuéa tablitna vrednost iznosi a = ¢! (H392) = =1 (0.975) = 1.96. Izra-
¢unata vrednost 1.03 € (—1.96,1.96), pa hipotezu Hj ne odbacujemo tj. sa pragom
znacajnosti 0.05 zaklju¢ujemo da se prosecna vremena ¢ekanja autobusa u dva ispiti-
vanja ne razlikuju statisticki znacajno.

(b) U ovom slucaju je nulta hipoteza Hy(p1 = p2).

Iz tabele iz zadatka [176] moZemo videti da je broj ispitanika koji su ¢ekali 5 ili
viSe minuta k; = 8 +5+ 6 + 9 = 28, pa za prvo ispitivanje uzoracka proporcija
ima vrednost p; = 28/75 = 0.373. Kod ponovljenog ispitivanja, uzoracka propor-
cija je po = 42/120 = 0.35. Zajednicka proporcija je p = 7258:’14220 = 0.359 pa je
qg=1-0.359 = 0.641.

Realizovana vrednost statistike Zg iznosi:

p1— D2 0.373 - 0.35
ZO = =
VraGh + ) 1/0.359-0641(% + k)
Tabli¢na vrednost za dati prag znacajnosti je a = ¢~ (0.975) = 1.96. Posto 0.32 €
(—1.96,1.96) hipotezu Hy prihvatamo sa pragom znacajnosti 0.05 i zaklju¢ujemo da se

proporcija putnika koji su ¢ekali autobus bar 5 minuta ne razlikuje statisticki znacajno
izmedu dva ispitivanja.

= 1.03.

zZ0 =

=0.32.

[182] Proizvodac lekova turdi da novi lek pomaZe u barem 80% slucajeva. U slucaj-
nom uzorku od 80 bolesnika poboljsanje je osetilo 56. Testirati tvrdnju proizvodaca sa
pragom znacajnostt o = 0.05.

Resenje: Realizovana proporcija izle¢enih je % = % =0.70 = 70%. Tvrdnja proizvo-

daca ne bi ni bila dovedena u pitanje da je bilo vise od 80% izle¢enih. Tako da ¢emo
sad testirati hipotezu Hy(p = po) protiv alternativne Hy(p < po). To je takozvani
jednostrani test. Ako je Hy tacna, onda je verovatnoca da je odstupanje od zadate
proporcije vec¢e od realizovane vrednosti odstupanja

K k K k
P Po——Zpo— =P TP = o) =

(Mnozimo sa | potipe) 2

K —npo k —npo N
=P < =a".
Vnpo(L—po) — v/npo(l — po)

Izra¢unajmo o™ priblizno pomoéu Moavr-Laplasove teoreme

s g koo ) 56 — 80 x 0.80 o
a ~¢< npo(l—p0)> ¢<\/80><0.80><(1—0.80)> ¢ (—2.23607) .
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U tablicama normalne A(0, 1) raspodele o¢itavamo a* ~ ¢ (—2.24) =1 — ¢ (2.24) =
1 —0.9875 = 0.0125.

Kako je a* < a, odbacujemo nultu hipotezu. Proizvodac nije u pravu. Napomenimo
da nultu hipotezu ne bismo mogli odbaciti da je prag znacajnosti bio aw = 0.01.

Razlog upotrebe Moavr-Laplasove teoreme za ra¢unanje trazene verovatnoce je u pro-
blemima sa raCunanjem verovatnoée u binomnoj raspodeli. Naime, za veliko n tesko
je izraCunati binomne koeficijente. Ako se, pak, mogu izra¢unati veéi binomni koefici-
jenti, trazena verovatnoca se moze i direktno izrac¢unati.

Direktnom primenom binomnih koeficijenata, odnosno, definicije verovatnocée u bi-
nomnoj raspodeli dobijamo

K k " n
P(po—gZpo—E)Zl—P(K>k):1— Z (m)pan(l—po)nfm

m=k+1

Poslednju verovatnoéu mozemo izracunati na kompjuteru pomocéu programa koji ko-
risti algebru dvostruke preciznosti. Dobijamo

80 ; 80
=1 .8570.223 — 8580222 — ... —0.8%0 = 0.0217.
a (57>08 0 e 0.8°80 0.8 0.0217

Vidimo da je dobijena verovatnoc¢a razli¢ita od one dobijene pomoé¢u Moavr-Laplasove
teoreme, ali je rezultat isti: nulta hipoteze se odbacuje, jer je i dalje a* = 0.0217 <
0.05 = a.

[183] Poznato je da je masa decaka od deset godina starosti rasporedena po normalnoj
raspodeli sa srednjom vrednoséu mg = 37kg i standardnim odstupanjem o = 10kg. U
jednoj skoli je merena masa n = 36 decaka i dobijena je aritmeticka sredina mase T, =
40kg. Testirati hipotezu da posmatrana deca imaju masu vecu od srednje vrednosti my,
sa pragom znacajnosti o = 0.01.

Resenje: Nulta hipoteza Hy(m = my) protiv alternativne hipoteze Hq(m > my).

Ovo je jednostrani test. Interesuje nas verovatnoca

_ X 7o
o p(xn_mozxn_m@:l_p(ﬂwwﬁ):
ag g
_ 1_(;5(@\/5).
ag

Kad uvrstimo nage podatke i iz tablice za normalnu A (0, 1) raspodelu o¢itamo vred-
nost Laplasove funkcije ¢, dobijamo

40 — 37
10

a*—1—¢< @)—1—¢(1.8)—1—0.9641—0.0359.

Kako je dobijena verovatnoca veca od praga znacajnosti, ne odbacujemo nultu hipo-
tezu da masa dece odgovara standardu.
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Napomena. Da je prag znacajnosti bio « = 0.05, odnosno, da smo imali dozvolu
da gresimo pri konstataciji poveéane mase u do 5% slucajeva, odbacili bismo nultu
hipotezu i zakljucili da deca imaju masu veéu od srednje vrednosti.

3.3.2 Neparametarski testovi

Neparametarske testove primenjujemo kada nam nije poznata raspodela obelezja, veé
upravo testiramo hipotezu da posmatrano obelezje ima datu funkciju raspodele. Nulta
hipoteza je oblika Hy(F = Fy).

M-test Kolmogorova

Ovaj test se primenjuje kad obelezje ima neprekidnu raspodelu.

Za statistiku Dy, = Sup,¢(_ oo, o) [ I (2) — F(2)] vazi da je

lim P (Dn < i) = lim P(v/nD, <)) =Q(\).

n— 00 \/ﬁ n— 00

Za unapred dat prag znacajnosti o nalazimo (iz tablica sa kraja knjige) vrednost A,
za koju je Q(A\y) =1 — au
Za realizovanu vrednost uzorka pod pretpostvakom F' = Fy nalazimo

dn = sup [fy(z) = Fo(z)|

z€(—00,00)

Vnd, < Ao || Ho(F = Fy) ne odbacujemo
Vnd, > Mo || Ho(F = Fy) odbacujemo

Pirsonov y2-test

X 2-test se moZe primeniti za testiranje svih raspodela, ako je obim uzorka bar 50. Skup
realnih brojeva (—oo, +00) podelimo na k disjunktnih intervala I,,, = [am, bm), m =
1,2,...k, tako da u svakom intervalu bude barem pet elemenata realizovanog uzorka
(ako neki interval sadrzi manje od 5 elemenata, spajamo ga sa nekim od susednih inter-
vala, tako da broj spajanja bude minimalan). Slu¢ajna promenljiva N,,,m = 1,2, ...k,
predstavlja broj slu¢ajnih promenljivih iz uzorka (Xi, Xs,..., X,) koje pripadaju in-
tervalu I,,,. Teorijska verovatnoca pripadanja intervalu I,,, je p,, = Fo(bm) — Fo(am),
pa je teorijski (pretpostavljeni) broj elemenata u intervalu I,,, jednak np,,. Statistika

k
Nm_ m2
Z:Z ( npm)
m=1 nPm

meri ukupno odstupanje teorijskih od empirijskih frekvencija. Ako je nulta hipoteza
tacna tj. ako ispitivano obelezje ima raspodelu Fj, realizovana vrednost statistike
z ne bi trebala biti velika tj. trebala bi biti u granicama dozvoljenog odstupanja.
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Za dovoljno veliko n raspodela statistike Z se moze aproksimirati Xiﬂ raspodelom,
tako da je za zadati prag znacajnosti o najveéa dozvoljena vrednost ove statistike
X%_%k,_l_s koja se ¢ita iz tablice x? raspodele (s ovde predstavlja broj nepoznatih
parametara raspodele, koje smo morali da prethodno ocenimo).

Zakljucujemo:

2 < Xi_ak_1-s || Ho(F = Fy) ne odbacujemo

2> X  ako1-s Hy(F = Fy) odbacujemo

e Ako je testirana raspodela obelezja diskretnog tipa, u svakoj klasi se nalazi naj-
Gesée po jedna vrednost i,, i tada je p,, = P (X =4,,). U opstem sluc¢aju klasa
I,, sadrzi konacan skup vrednosti {i1, iz, ...,7,, } paje pm = > P(X =1i;), j=
1,2, L.

Tabele kontingencije

Odredena forma y2-testa moze da se koristi i za testiranje nezavisnosti dva diskret-
na obelezja i tada govorimo o tabelama kontingencije. Posmatramo dva obelezja X
i Y i ozna¢imo sa k ukupan broj moguéih vrednosti obelezja X, a sa r ukupan broj
mogucih vrednosti obelezja Y ( k i r su mali brojevi, najcesce 2,3...). Nulta hipoteza
je da su ova obelezja nezavisna.

Hipotezu proveravamo na uzorku obima n tako $to evidentiramo koliko elemenata
uzorka pripada svakoj od k x r mogué¢ih kombinacija vrednosti obelezja X 1 Y. Ove
frekvencije obelezavamo sa f;;, ¢ = 1,...,k, j = 1,...,r i prikazujemo ih tabelarno.
U poslednju kolonu i poslednju vrstu tabele unosimo tzv. marginalne frekvencije
koje predstavljaju broj elemenata uzorka koji imaju odredenu vrednost obelezja X,
odnosno Y. Marginalne frekvencije za X obelezavamo sa fis, i = 1,..., k i raCunamo
ih kao zbir svih frekvencija u i-toj vrsti. Analogno, marginalne frekvencije za Y obele-
zavamo sa fyj, j = 1,...,7 i ra¢unamo ih kao zbir svih frekvencija u j-toj koloni. Zbir
marginalnih frekvencija i po vrsti i po koloni daje ukupan obim uzorka. Dakle:

T k k T
fue = fip Fg =D fiss n=>_ fix=_ fu-
i=1 i=1 j=1

j=1
X/Y y1 | y2 | .. | yr || marg.fr. za X
Z1 fii | fiz | | frr fix
2 Jor | fo2 | o | for Jox
g Jev | fre2 | oo | Jrr Jrx
marg.fr.zaY || far | fa2 | - | for n
Ukoliko je nasSa hipoteza ta¢na tj. ukoliko su obelezja X i Y nezavisna, vazilo bi
sledece: F ff
= p(i)p(§) o L9 = L ;j7
pij = p(D)p(j) & == == -
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odakle dobijamo teorijske frekvencije f”

fix - f*j.

n

za, svako polje u tabeli:

filj =

Kao i u x2-testu za ispitivanje raspodele, ukupno odstupanje empirijskih od teorijskih
frekvencija se meri test-statistikom

f’L]
SMNLE
i=1 j=1

i hipotezu o nezavisnosti obelezja X i Y prihvatamo sa pragom znacajnosti a ako je
realizovana vrednost z < Xia’(kfl)x(rﬂ), dok je u protivhom odbacujemo.
Napomena: Osnovni preduslovi za primenu ovog testa su, kao i kod prethodnog
x2-testa: (i) uzorak mora sadrzati bar 50 elemenata i (ii) svako polje u tabeli mora
sadrzati bar 5 elemenata uzorka.

[184] Resiti zadatak [187] primenom A-testa Kolmogorova.
Resenje: U zadatku [99] smo dobili funkciju raspodele posmatranog obelezja:

0, z <0,
Fx(z)={ 12%, 0<a2<2,
1, x> 2.
Sliéno kao u prethodnom zadatku, napraviéemo tabelu:
k|| @k | nay | Fylzr) | Foe) | |Fy(zr) — F(z)
1105 5 | 0.0666 | 0.0625 0.0041
2 1.0 19 | 0.2533 | 0.2500 0.0033
31 1.5 | 41 | 0.5466 | 0.5625 0.0158
4 (2.0 75 | 1.0000 | 1.0000 0.0000

Imamo d,, = d75 = 0.0158, v/nd,, = v/75 - 0.0158 = 0.1368, a ta vrednost je manja od
tablicne \ = 1.36 koja odgovara pragu znacajnosti a = 0.05.

Nultu hipotezu da dati uzorak odgovara datoj raspodeli ne odbacujemo.

[185] Testom Kolmogorova testirati hipotezu da je uzorak (0.0790, 0.2672, 0.1474,
0.3613, 0.0933, 0.0784, 0.1522, 0.0810, 0.3003, 0.0705, 0.0072, 0.0066, 0.0084,
0.1250, 0.2174, 0.0108) saglasan sa eksponencijalnom raspodelom E(5), sa pragom
znacajnosti o = 0.01.

Resenje: Sortiramo uzorak i dobijemo 0.0066, 0.0072, 0.0084, 0.0108, 0.0705, 0.0784,
0.0790, 0.0810, 0.0933, 0.1250, 0.1474, 0.1522, 0.2174, 0.2672, 0.3003, 0.3613.

Empirijska funkcija raspodele glasi

0, z <0.0066
1/16, 0.0066 < 2 < 0.0072
N 2/16, 0.0072 < x < 0.0084
frs(w) = / ...
15/16, 0.3003 < = < 0.3613

, x>0.3613

—_
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Empirijska funkcija raspodele predstavlja proporciju elemenata uzorka koji su manji
od broja z: fis(z) = nz/n, gde je ny broj elemenata uzorka koji su manji od z.

0, =<0,
1—e™®, >0
Uporedi¢emo vrednost empirijske i teorijske funkcije raspodele u tackama uzorka. Iz-
racunacemo F(xy) u tackama uzorka xy.

Funkcija raspodele za eksponencijalnu raspodelu: F'(z) = {

Sve te brojeve ¢emo uneti u tablicu:

.0066 .0072 .0084 .0108 .0705 .0784 .0790 .0810

Tk 0933 1250 .1474 1522 2174 .2672 .3003 .3613
N 0625 1250 1875 .2500 .3125 .3750 .4375  .5000
fis(@) 5625 .6250  .6875 7500 .8125 .8750 .9375 1.0000
Flay) 0325 .0354 .0411 .0526 .2971 .3243 .3263 .3330

3728 4647 5215 5328 .6628 .7371 7772 .8358
.0300 .0896 .1464 .1974 .0154 .0507 .1112 .1670
1897 1603 1660 .2172 1497 1379 1603 .1642

|[fio(2) = F(a)]

Dobijamo d,, = dig = 0.2172, \/nd,, = V16 - 0.2172 = 0.8688, a ta vrednost je manja
od tabli¢ne A = 1.63 koja odgovara pragu znacajnosti o = 0.01. (Pogledati tablice na
kraju knjige: za Q(A) =1 —0.01 = 0.99 ~ 0.9902 o¢itavamo A = 1.63.)

Dakle, nultu hipotezu ne odbacujemo, odnosno, zaklju¢ujemo da uzorak ne protivreci
hipotezi da obelezje ima eksponencijalnu raspodelu £(5).

[186] Na uzorku od 100 cetvoroclanih porodica posmatrana je dnevna potrosnja mleka
1 dobijeni rezultati su prikazani u tabeli:

potrosnga mleka (¢) || [0,0.5) | [0.5,1) | [1,1.5) | [1.5,2]
broj porodica 35 35 18 12

Sa pragom znacajnosti a = 0.05 na osnovu datog uzorka x? testom testirati hipotezu
da prosecna potrosnja mleka ima raspodelu datu funkcijom raspodele

0 , =<0
Fo(z)=¢ z—32° , 0<z<2
1 , x>2

Resenje:

Neka je X obelezje koje predstavlja dnevnu potrosnju mleka jedne ¢etvoroclane po-
rodice. Obim uzorka je: n = 35+ 354 18+ 12 = 100, broj intervala k = 4, raspodela
obelezja je potpuno definisana tj. nema nepoznatih parametara pa je s = 0.

Teorijske verovatnoce (verovatnoce po hipotezi) obeleZja X nalazimo na sledeé¢i nacin:
p1 =P (X €[0,0.5) = Fy (0.5) — F (0) = & — 0 = & = 0.4375,
p2=P(X €1[0.5,1)=F, (1)— F, (05) =2 — L =3 =0.3125,
ps=P(X €[1,1.5) =F, (15) - F, (1) =12 — 2 = 3 = 0.1875,



pa=P(X €[152)=F, (2)—F, (15)=1-12 = & = 0.0625.

N2
Vrednost statistike z = Z % =

_ (35-100-%)% | (35— 100 °) (18-100-%)* | (12-100%)* 185

= Twor T TT1es T T i0s T 1oL T = 7.52. U ovom
slucaju, najvecée dozvoljeno odstupanje je X%—o_05;4—1—0 = X(2).95;3 = 7.81. Kako je
z = 17.52 < 7.81, zaklju¢ujemo da sa pragom znacajnosti 0.05 ne odbacujemo hipotezu

da obelezje X ima pretpostavljenu raspodelu.

[187] U jednoj biblioteci je ispitivana duzina izdavanja knjige u citaonici u satima.
Broj knjiga i vreme na koje su bile izdate u nekom slucajno odabranom uzorku dat je
u tabeli

vreme [h] || < 0.5 0.5-1|1-15]| > 1.5
broj izdavanja 5 14 22 84

Sa pragom znacagnosti o = 0.01 testirati hipotezu da duZina izdavanja knjige ima
raspodelu datu gustinom

Resenje: Testiraéemo y2-testom nultu hipotezu da raspodela posmatranog obeleZja
ima gustinu ¢x (x). Smatramo da je skup realnih brojeva ve¢ podeljen na intervale
(0,0.5), (0.5,1), (1,1.5), (1.5,2) koji sadrze dovoljno elemenata, pa je broj intervala
k = 4. Obim uzorka je n = 75 a s je ponovo 0, zato §to nema nepoznatih parametara.

Verovatnoce pripadanja pojedinim intervalima obelezja ,duzina izdavanja knjige” ra-
¢unamo pomocu odgovarajuce funkcije raspodele (koja je ve¢ odredena u zadatku
[99]):

0 <0,
Fx(z)={ 12°, 0<z<2,
1 T > 2.

Imamo p; = Fx (b;) — Fx (a;). Izra¢unacemo verovatnoce p; za 1 =1,2,3,4 1 upisati
u tabelu. Na primer p; = Fx (0.5) — F'x (—o0) = iO.E)2 0= —6 = 0.0625.

Da bismo lak3e izrac¢unali vrednost statistike

7 — zk: B npz
i=1
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)2
u tabelu éemo upisati i vrednosti np; i Zi=rP)—

npi
i 1 2 3 4
(ai,b:) || (0,0.5) | (0.5,1) | (1,1.5) | (1.5,2)
n; 5 14 22 34
i 0.0625 | 0.1875 | 0.3125 | 0.4375
np; 4.6875 | 14.0625 | 23.4375 | 32.8125
% 0.02083 | 0.00028 | 0.08817 | 0.04298

Zbir brojeva iz poslednje vrste nam daje vrednost statistike z = 0.15, koju upore-
dujemo sa tablicnom vredno$éu X%_O_Ol;él_l_o = X003 = 11.3. Kako je vrednost
izracunate statistike z (0.15) manja od tabli¢ne (11.3), ne odbacujemo nultu hipotezu
sa pragom znacajnosti 0.01.

[188] Data je gustina obelezja X: ¢, (z) = ﬁe*ﬁ, x> 0. X% testom testirati
saglasnost uzorka

I; (Oal] (LZ] (2a4] (476] (67+OO)
n; 24 12 8 4 2

sa datim obelezjem sa pragom znacajnosti o = 0.05.

Resenje: Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X je:

r _ (30 » =20 _J 0 , <0
y (2) = f%\/;;@_ﬁdx , >0 " l1—e Ve | z>0"
0

a u tablici spajamo poslednja dva intervala da bi u svakom intervalu bilo najmanje 5
elemenata. Obim uzorka n = 24+12+8+6 = 50. Odgovarajuce teorijske verovatnoce
p; dobijamo na sledeéi nacin:

pi = P (X S (ai,bi]) = FX (bz) — FX (az)

Prema tome, x2 test primenjujemo na sledeée podatke:

(aia bz] (07 1] (L 2] (2a 4] (4a +OO)
n; 24 12 8 6
Di 0.6321 | 0.1248 | 0.1078 | 0.1353
np; 31.606 | 6.238 | 5.389 6.767

Sada dobijamo:
_ o) _gg e o 7g)
z = ; gy — 001 > X53,0.95 = (.01,

§to znadi da hipotezu odbacujemo sa datim pragom znacajnosti.

Napomena: Da smo odabrali prag zna¢ajnosti 0.01, tj. smanjili verovatnoc¢u greske I
vrste, hipotezu ne bismo odbacili jer bi tabli¢na vrednost bila X3, g9 = 11.3. Bez me-
njanja praga znacajnosti, preciznost se moze povecati usitnjavanjem intervala podele,

150



tj. povecavanjem broja k, §to se moze zakljuéiti i posmatranjem tablice x2-raspodele
u kojoj vrednosti u istoj koloni rastu uporedo sa poveéanjem stepena slobode.

[189] Na jednoj autobuskoj liniji je ispitivano koliko minuta je putnik cekao autobus.
Anketirano je 50 slucajno odabranih putnika i rezultati su dati u tabeli:

L || [0,1] | (1,2] | (2,3] | (3,4] | (4,5]

n; || 15 10 9 12 4

X2 testom sa pragom znacajnosti o = 0.05 testirati hipotezu da vreme cekanja

autobusa ima uniformnu raspodelu U (0,5).
Resenje: Posto poslednji interval sadrzi samo 4 elementa iz uzorka, njega ¢emo spojiti
sa pretposlednjim intervalom:
Ii [07 1] (172] (273] (375]
n; || 15 10 9 16
Dakle, k=4, n=501s=0.
Teorijske verovatnoce ra¢unamo pomocu funkcije raspodele za uniformnu raspodelu i
one iznose:

p1=F,(1)=F(0) =5 — 8= = 3,
p2=Fy(2) - F (1) =35 - =5 = 3,
ps=F,(3)—F,(2) =33 -3 =1,
pa=F,(5)—F\ (3) =25 — 355 = 5.

Ako je naSa hipoteza ta¢na, tada za realizovane vrednosti n; = 15, ny = 10, ng =9,
ng = 16 slucajne promenljive X, vrednost statistike

4 . . . . .
_ (ni—np;)? _ (15—10)2 | (10—-10)% |, (9-10)®> |, (16—20)* _
7= Zl - n;)lp =1 t- 1w t 1tz =34
1=

treba da predstavlja realizaciju slu¢ajne promenljive sa priblizno x3 raspodelom. Iz
tablica za x* raspodelu za prag znacajnosti a = 0.05 nalazimo da je X3 gs5.3 = 7.81.
Posto je 3.4 < 7.81, ne odbacujemo (sa pragom znacajnosti 0.05) hipotezu da vreme
¢ekanja autobusa ima U (0,5) raspodelu.

[190] Ispitati sa pragom znacajnosti o = 0.01 da li su sledeéi podaci u skladu sa Poa-
i |01 2] 3| 4|5|6|7
nil| 214|121 3211513|0]|2

sonovom P(3) raspodelom.

Resenje:  Opservacijom podataka uoc¢avamo da pojedine grupe imaju manje od 5
elemenata, pa moramo na pocetku izvrsiti spajanje grupa. Poslednji interval ¢emo
progiriti kako bi obuhvatio sve moguée vrednosti Poasonove raspodele.

zi|lo,1]2]3]4]56,..
ni | 6 [12]32]15] 5

Vidimo da je n = 70, k = 5 a broj ocenjenih parametara s = 0. Teorijske verovatnoce
)\k
ra¢unamo po formuli: P (X = k) = Fe*)‘. Dakle:
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30 3t

Pp=PX=0+P(X=1)= —3+Fe

32 .
pp=P(X =2)= 56*3 =0.224.
Sli¢no, dobijamo i ps = 0.224 i py = 0.168, a poslednju teorijsku verovatnoc¢u najjed-
nostavnije ra¢unamo na sledeci nac¢in: ps =1 — (p1 + p2 + ps + psa) = 0.185.
Vrednost test-statistike Z je
(6 —170-0.199)2 (5—170-0.185)2
="+ + ———— =28.137.
: 700199 T 700185
Kako je ova vrednost veca od najveceg dozvoljenog odstupanja Xiom!g)flfo = 13.27,
sa pragom znad¢ajnosti 0.01 zakljuujemo da podaci nisu u skladu sa P(3) raspodelom.

=3 =10.199,

Napomena: Ako pretpostavljena raspodela ima beskonac¢an skup vrednosti, teorijska
verovatnoca pripadanja poslednjem intervalu py, = Fx (00)—Fx (ax) se u praksi ra¢una
na sledeci nacin:

pe=1—(p1+p2+ ... +pr_1)

[191] Fabrika sijalica je testirala duZinu trajanja na 80 slucajno odabranih sijalica i
dobila rezultate.

0-50
17

50 - 100
16

100 - 200
20

duzina trajanja [h] 200 - 400 400 - 700 700 - 1100

17 5 5

broj sijalica

Testirati hipotezu da posmatrani uzorak ima eksponencijalnu raspodelu sa pragom zna-
cagnostt o = 0.05.

Resenje: U zadatku nije receno koliko iznosi parametar eksponencijalne raspodele a.
U tom sluc¢aju se posmatrani parametar ocenjuje nekom poznatom metodom, a s =1
(broj stepeni slobode se umanjuje za 1).

Metodom momenata dobijamo ocenu a = % 1z uzorka dobijamo da je z,, = 209.0625
pa je ocenjeno a = 1/209.0625 = 0.005.

Teorijske verovatnoée racunamo pomoc¢u odgovarajuce funkcije raspodele, a vrednosti
se nalaze u pomoc¢noj tabeli. Ra¢unanje je ilustrovano slede¢im primerom:

p2 = P (X € [50,100)) = Fy (100)— Fx (50) = 1 —¢~ 2005100 _ (] _ =0-005-50y — ¢ 167,

Sli¢no dobijamo i ostale verovatnoce, osim poslednje pg koju rac¢unamo kao pg = 1 —
(p1+p2+ps+pa+ps), zato Sto intervali ne pokrivaju ceo skup vrednosti eksponencijalne
raspodele (moguce je da sijalica traje i duze od 1100 sati).

i 1 2 3 4 5 6
I; [0,50) | [50,100) | [100,200) | [200,400) | [400,700) | [700,+o0)
i 0.212714 | 0.167466 | 0.235643 | 0.236585 | 0.112447 | 0.035145
np; 17.01712 | 13.39728 | 18.85144 | 18.92680 | 8.99576 | 2.81160
ni 17 16 20 17 5 5

teom)” ) 0,00002 | 050563 | 0.06998 | 0.19615 | 1.77485 | 1.70333
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Sabiranjem brojeva iz poslednje vrste dobijamo vrednost test-statistike z = 4.25. Kako
je taj broj manji od tabli¢ne vrednosti X%—0.05;6—1—1 = 9.49, hipotezu o saglasnosti
obelezja sa eksponencijalnom raspodelom ne odbacujemo sa pragom znacajnosti 0.05.

[192] x? testom sa pragom znacajnosti o = 0.05 testirati hipotezu da dati uzorak ne
protivurect normalnoj raspodeli N (m,4):
(1,3] [ 3.5] [ (5,81 | (5,12] [ (12,15 [ (15,17]
2 3 7 10 11 7

Resenje:
Posto u raspodeli obelezja X figuriSe nepoznati parametar m, njega treba oceniti.

Naravno da za ocenu matematickog o¢ekivanja m obelezja X mozemo uzeti uzoracku
aritmeticku sredinu.

Za na$§ dati uzorak obima n=2+3+74+ 10+ 11+ 7 =40 dobijamo

m = 4%(2-2—1—4-34—6.5-74-10-10+13.5-11+16-7)= 10.55,

gde smo za x; uzeli sredine datih intervala.

Testiraéemo hipotezu da obelezje X ima normalnu raspodelu N (10.55,4).

Svaki interval uzorka mora imati bar 5 elemenata iz uzorka i intervali moraju da
prekriju celu realnu pravu (zbog Rx = R), pa spajanjem prvog i drugog intervala
dobijamo sledec¢e podatke za primenu x? testa:

(ai, bi] || (—o0,5] | (5,8] | (8,12] | (12,15] | (15,00)
n; 5 7 10 11 7
Oznafimo redom intervale: I; = (a;,b;], @ € {1,2,3,4,5}.Teorijske verovatnoce na
slede¢i nacin:
pi =P (X €I)=P(a;< X <b)=P(a; —10.55 < X — 10.55 < b; — 10.55) =
—p (aﬁ}lo.f)s < X—}lo.55 < bﬁio.g)s) g ¢(b,-7110.55) _ ¢(aﬁio.55).

X—10.55
4

[1] - Slu¢ajna promenljiva X* = ima priblizno N (0,1) zato $to X ima

N (10.55,4) raspodelu.

Tako dobijamo

p1 =P (X € (—00,5]) ~ ¢ (—~1.3875)— ¢ (—00) = (1 — ¢ (1.3875)) — 0 ~ (1 — 0.9177) —
~ 0.0823,

p2 = P(X €(5,8]) = ¢(—0.6375) — ¢ (—1.3875) ~ (1 —0.7389) — (1 —0.9177) =

0.1788,

ps =P (X € (8,12]) = ¢ (0.3625) — ¢ (—0.6375) =~ 0.6406 — (1 — 0.7389) ~ 0.3795,

ps =P (X € (12,15]) = ¢ (1.1125) — ¢ (0.3625) ~ 0.8665 — 0.6406 =~ 0.2259,

ps = P (X € (15,0]) = ¢ (00) — ¢ (1.1125) =~ 1 — 0.8665 ~ 0.1335.

5 2
Vrednost statistike Z = % za na$ uzorak iznosi
i=1 ‘

(5—40-0.0823)* + (7—40-0.1788)* + (10—40-0.3795)2 n (11-40-0.2259) n (7-40-0.1335)% __
40-0.0823 40-0.1788 40-0.3795 40-0.2259 40-0.1335

2 =
3.5999,

a iz tablica o¢itavamo odgovarajuéu vrednost x? raspodele:
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X(2).05;5—1—1 = X(2).05;3 ~ 7.81.
Posto je X(2105;3 > z, ne odbacujemo hipotezu da obelezje X ima N (10.55,4)
raspodelu.

Napomena: Pojedini autori smatraju da je upotreba y>-testa opravdana ukoliko je
obim uzorka bar 40.

[193] U svaku od 100 meta izvedeno je po 10 gadanja. ZabeleZen je sledeci broj pogo-
daka:

broj pogodaka: || O |1 2| 3 |4 | 5|6 |7 |8]|9]10
ucestalost: 11141112225 (19|12|3|0| 2

Sa nivoom znacajnosti o = 0.05 proveriti da i broj pogodaka tma binomnu raspodelu.

Resenje:  Broj pogodaka moze biti od 0 do 10, pa testiramo saglasnost sa binom-
nom B(10,p) raspodelom. Nepoznati parametar p ocenjujemo metodom momenata.
Matematicko ocekivanje kod binomne B(n,p) je E(X) = np, pa je ocena parametra p:

1

p=-To=-—=(0-14+1-1+...+10-2) = 0.497.
n

1000

Hipoteza je, dakle, da obelezje X ima B(10,0.497) raspodelu. n = 100, s = 1 a pre
odredivanja broja grupa k moramo izvrsiti spajanje grupa podataka tako da u svakoj
grupi bude bar 5 realizacija:
broj pogodaka (k) || 0,1,2| 3 | 4 | 5 | 6 | 7 |8,9,10
ucestalost (ng) 6 11122]25|19 |12 5
Dakle, k = 7. Teorijske verovatnoce su

PX=k=()p"Q-»"", ke{01,2...,10},

odnosno
pr=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)=0.0568,
pQ—P(X:?,)zomoo ps = (X: )m02075
pa =P (X = 5) ~ 0.2460, P (X = 6) ~ 0.2026
pe =P (X =7) ~0.1144,
6
pr=1—>" p; ~ 0.04237.
i=1
Iz tablica o¢itavamo X7 _,.;_ 1 1 = X§.95.5 = 11.1. Posto je ~ z= Z (e —100-p)*

100-pg,
0.425 < 11.1 konstatujemo da uzorak ne protivre¢i hipotezi.

[194] U periodu od 50 godina je pracen broj kiSovitih dana u Briselu, i dobijeni podaci
su predstavijeni u sledecoj tabeli:
broj kisnih dana || [0,40] | (40,80] | (80,100] | (100,120] | (120, 360]
broj godina ) 14 14 11 6

X2 testom sa pragom znacajnosti o = 0.01 testirati hipotezu da broj kisnih dana u
godini u Briselu ima normalnu raspodelu.
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Resenje: Za ocenjivanje nepoznatih parametara m i o normalne raspodele N (m, o)
koristimo uzoracku aritmeticku sredinu i uzoracku standardnu devijaciju, koje racu-
namo po formulama za intervalni uzorak:

T50 =75 (5-20+ 1460 + 14- 90+ 11- 110 + 6 - 240) = 97,
52 == (5 202+ 14- 602 + 14902 + 11- 110% 4 6- 240%) — 97? = 3481,

S50 = \/ 550 = 59.

Sa ovako izra¢unatim parametrima nalazimo potrebne teorijske verovatnoce za obelezje
X sa normalnom N (97,59) raspodelom, a broj stepena slobode ¢emo umanyjiti za
s = 2. Verovatnoc¢e ra¢unamo standardizacijom sl.promenljive X, tj. transformacijom

X — x—97:
b — 97 a; — 97

59

Dakle:

40—97
59

¢ (F50) -
¢ (B20) — ¢ (£27) ~ 0.3859 — 0.166 ~ 0.2199,
¢ (55"

22

¢ (—o0) = 0.166 — 0 =~ 0.166,

ZZ

22

10097 — ¢ (30=21) ~ 0.5199 — 0.3859 ~ 0.134,

X (12%597) — ¢ (198597) ~ 0.6517 — 0.5199 ~ 0.1318,
ps =1—(p1+p2+ ps +psa) ~ 0.3483.

Iz podataka sledi da je n = 50, pa je izra¢unata vrednost test-statistike z = 20.52.
Posto je z > X7 g01:5-1-2 = XG.00.2 = 9-21 , hipotezu odbacujemo sa datim pragom
znacajnosti.

[195] Kockica za igru je bacena 1000 puta i dobijeno je

broj na kock: 1 2 3 4 5 6
broj pojavljivanja || 125 | 175 | 160 | 175 | 165 | 200 °

X2-testom sa pragom znacajnosti o = 0.01 testirati hipotezu da je kockica ispravna.

Resenje:  Ako je kockica ispravna (homogena), svih Sest brojeva treba da se poja-
vljuju sa istom verovatnoc¢om p = %. Dakle, ispitujemo da li obelezje koje predsta-
vlja broj koji padne na gornjoj strani kocke ima tzv. diskretnu uniformnu raspodelu
( 1 2 3 4 5 6

101 1 1 1 1 > Teorijska verovatnoca je za svaki pali broj p;, = %,i =

6 6.6 6.6 6
1,...6. Preostaje nam da izra¢unamo vrednost statistike z i uporedimo sa tablicnom
vredno§éu x2. 9o = 15.1.

Posto je z = 18.2 > 15.1, odbacujemo nultu hipotezu da svih Sest strana kocke imaju
istu verovatnoéu, odnosno, sa pragom znacajnosti 0.01 zaklju¢ujemo da je kocka nei-
spravna.
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[196] Sumnja se da je kockica za igru ,namestena”. Zamoljeno je 200 osoba da je na
slucajan nacin bace po 5 puta i da registruju koliko puta im je pala Sestica.

Testirati hipotezu da je kocka ispravna sa pragom znacajnosti o = 0.05.

broj Sestica || 0 | 1 | 2| 83 | 4|5
broj bacaca || 74 | 69 | 43 | 12| 1 | 1

Resenje: Kad raspolazemo ovakvim podacima, mozemo y2-testom proveriti ispravnost

kocke. Testira¢emo hipotezu da obeleZje ,broj Sestica” ima binomnu raspodelu B(5, %)

Ako je kockica ispravna, verovatnoc¢a da padne jedna Sestica je % Verovatnoc¢u da
5—

padne k Sestica u 5 bacanja ra¢unamo po formuli py, = (i) (%)k (%) ¥ ,k=0,1,...,5.
Na primer, ps = (g) (%)2 (%)3 = 10% = 0.16075. Kao $to je uobic¢ajeno, spo-

jiéemo poslednja tri intervala da bi dobili dovoljno velike frekvencije i pravilno pri-
menili test. Tada verovatnoéu u poslednjoj koloni izracunavamo sabiranjem poje-

o ) 3 /512 4 /5y 5
dinacnih verovatnoca ps + ps+ps = (3) (5)° (3)" + (3) ()" (B) + (3) (5)" =
0.03215 4 0.00322 + 0.00012 = 0.03549.

k 0 1 2 [34i5
D 0.40188 | 0.40188 | 0.16075 | 0.03549
- 80.376 | 80.376 | 32.150 | 7.098
K 74 69 43 14
teeomd” 10506 | 1.610 | 3.662 | 6.711

Sabiranjem brojeva iz poslednje vrste dobijamo vrednost statistike z = 0.50641.610 +
3.662 + 6.711 = 12.489. Izracunata vrednost je veca od tablicne x3, 95 = 7.81, zato
odbacujemo nultu hipotezu da je kockica ispravna.

Napomena. Vidimo da se jedna pojava (u ovom slucaju ispravnost kockice) moze
testirati na viSe nacina.

[197] Ispitivanje koje treba da utvrdi da li postoji zavisnost izmedu pola i uspeha
na studijama odseka X je sprovedeno ma 100 slucajno odabranih studenata. Dobrim
uspehom je smatran prosek od najmange 8.50. Medu anketiranim studentima, prosecnu
ocenu od bar 8.50 je ostvarilo 16 muskih i 15 Zenskih studenata, a prosecnu ocenu
manju od 8.50 je ostvarilo 39 muskih i 30 Zenskih studenata. Test izvrsiti sa pragom
znacajnosti o = 0.05.

Resenje: Obim uzorka je veéi od 50, pa je opravdano testiranje hipoteze o nezavisnosti
obelezja pol i uspeh na studijama pomocu tablica kontingencije. Nulta hipoteza tvrdi
da su posmatrana obelezja nezavisna. Kako bi lakse odredili teorijske frekvencije,
rezultate ¢emo prikazati tabli¢no:

M 7 marg. fr.
> 850 || fi1 =16 | fia =15 | fi. =31
<850 | for =39 | faa =30 || fax =69

marg.fr. || fx1 =55 | feo =45 | n =100
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U poslednjoj vrsti i poslednjoj koloni se nalaze marginalne frekvencije, koje odgova-
raju zbiru frekvencija date vrste, odnosno kolone.
Sada mozemo jednostavno izra¢unati teorijske frekvencije

1o — JieJei  Dakle:

iy n

/

;j» bomocu obrasca:

fl* 'f*l 31-55 f1* 'f*g 31-45
M= =50 ~ 105 =T = g = 1895,

fox - fa1 69 - 55 Sfox + fro 69 - 45

/ /

T2 n 00 5798 Ja n w0 ok

Vrednost tes7t—sta2tistike Z 1znosi: 5 - ) )

16 — 17.05 15 —13.95 39 — 37.95 30 — 31.05

2= Sy 1395>+( Sy - I _ 0.200.

Najveée dozvoljeno odstupanje empirijskih od teorijskih frekvencija za tablicu kontin-
gencije formata 2 x 2 i zadati prag znacajnosti a = 0.05 je

X%2*1)X(271),170.05 - X%,o.% = 3.84.

Realizovano odstupanje z = 0.209 je manje od 3.84, pa sa pragom znacajnosti 0.05

zaklju¢ujemo da su pol i uspeh na studijama nezavisna obelezja kod studenata odseka
X.

[198] Na uzorku od 80 ispitanika je sprovedeno ispitivanje sa ciljem da se utvrdi da
li postoji uticaj puSenja na javljanje simptoma paradentoze. Rezultati su prikazani u
sledecoj tabeli:

X/Y pusaci | nepusaci
mma stmptome 21 6
nema simptome 20 33

Test izvrsiti sa pragom znacajnosti o = 0.01.

Resenje: Nulta hipoteza tvrdi da su obelezja nezavisna. Marginalne frekvencije su 27
(ima simptome), 53 (nema simptome), 41 (pusac) i 39 (nepusac). Obim uzorka n = 80.
Izracunavanje test-statistike moze biti izvrseno i pomocu sledece radne tabele:

fi 21 [ 6 | 20 [ 33
1 1384 13.16 ] 27.16 | 25.84
Yol 37 | 380 | 1.89 | 1.98

Vrednost z = 3.7+ 3.89 + 1.89 + 1.98 = 11.46, Sto je ve¢e od odgovarajuée tabli¢ne
vrednosti

X%271)><(271),170.01 = X%,o.gg = 6.63,

pa nultu hipotezu odbacujemo i zaklju¢ujemo da postoji zavisnost puSenja i pojave
simptoma paradentoze.
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[199] Sa pragom znacajnosti 0.05 ispitati da li uw odredenom fabrickom postrojenju po-
stoji zavisnost izmedu smene i postizanja norme, na osnovu sledeéih podataka: normu
je postiglo 24 radnika I smene, 29 radnika II smene i 18 radnika III smene; normu
nije postiglo 6 radnika I smene, 5 radnika II smene i 10 radnika III smene.

Resenje: Nulta hipoteza kaze da su obelezja smena i postizanje norme nezavisna u
ovom postrojenju. Rezultate éemo ponovo prikazati tabli¢no, i sa uklju¢enim margi-
nalnim frekvencijama:

I smena | II smena | I11 smena || marg. fr.
postignuta norma 24 29 18 71
nije postignuta norma 6 5 10 21
marg. fr. 30 34 28 n =292
Odgovarajuce teorijske frekvencije su:
71-30 71-34 71-28
fli= 9 23.15, fis 9 26.24, fis 9 21.61,
21-30 2134 21-28
/— — - =7 = ! = — =
for = 9o = 6.85, fyy = 92 7.76, fo 92 6.39.

Sada moZzemo izra¢unati empirijsko odstupanje izrazeno statistikom Z:

(24— 23.15)% (29 — 26.24)2 —6.
p— - —_— = 4. .
i 9315 | 2622 05

Kako je 4.05 < X%271)x(371),170.05 = X3.0.05 = 5.99, zakljuCujemo da u ovom postro-
jenju izmedu smene i postizanja norme ne postoji zavisnost.

[200] Sa pragom znacajnosti 5% ispitati na osnovu sledeéih podataka da li medu ispi-
tanicima postoji zavisnost izmedu pola i visine licnog dohotka.

ispod proseka | prosecan | iznad proseka
muskarci 14 48 20
Zene 16 55 6

Resenje: Nulta hipoteza u ovom sluc¢aju tvrdi da su pol i visina primanja nezavisni.
Marginalne frekvencije i obim uzorka su izrac¢unati u sledec¢oj tabeli:

ispod proseka | prosecan | iznad proseka | marg.fr.
muskarci 14 48 20 82
zene 16 55 7 78
marg. fr. 30 103 27 n = 160
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Tabli¢na vrednost je X(22—1)><(3—1),1—0.05 = X§70.95 = 5.99, a vrednost statistike Z

racunamo pomocu radne tabele:

fir 14 48 | 20 | 16 | 55 7
/ 15.375 | 52.79 | 13.84 | 14.62 | 50.21 | 13.16
732
(fjfif) 012 | 043 | 2.74 | 0.13 | 0.46 | 2.88

Kako je 2 = 0.12+ ... +2.88 = 6.76 > 5.99, sa pragom znacajnosti 0.05 zaklju¢ujemo
da su na ispitanom uzorku pol i visina licnog dohotka zavisna obeleZja.

[201] Clilj ovog farmaceutskog istraZivanja je da pokaZe da li uzimanje odredenog leka
utice na sniZenje krvnog pritiska, $to je w istraZivanju oznaceno kao Zeljeni efekat.
Ispitanici su podeljeni u tri grupe - u I grupi su redovno uzimali lek, u IT povremeno a

w ITT nisu uzimali lek. Rezultati su prikazani sledecom tabelom:

bez efekta | neznatni efekat | znatni efekat
I grupa 8 32 58
11 grupa 17 26 10
IIT grupa 27 12 6

Test izvrsiti sa pragom znacajnosti 0.01.

Resenje: Na osnovu tabele sa marginalnim frekvencijama

bez efekta | neznatni efekat | znatni efekat || marg. fr.
I grupa 8 32 58 98
11 grupa 17 26 10 53
11T grupa 27 12 6 45
marg.fr. 52 70 74 n =196
rac¢unamo teorijske frekvencije:
98 - 52 98- 70 98 - 74
fll 196 67 f12 196 35; f13 196 37;
53 - 52 53-70 5374
h=——— =141, fjo=——— =189, fi3= =20
f21 196 ) f22 196 ) f23 196 ’
45 - 52 45-70 4574
b= ——— =119 by = ——— =16.1 by = =1T7.
I3 = g6 2 = g5 P T 196

Tabli¢na vrednost je X%S—l)x(S—l),l—O.Ol = X421,0.99 = 13.3, a vrednost statistike Z je

(26 — 8)2 N

(35 — 32)2
26 N

(17-6)* _
35 -

7

60,

pa zbog 60 > 13.3 zaklju¢ujemo da postoji uticaj testiranog leka na snizenje krvnog

pritiska.
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3.4 Uzoracka korelacija i regresija

Do sada smo se bavili statistickim zaklju¢ivanjima koja su se odnosila na samo jednu
sluajnu promenjivu (obelezje). Statisticko zakljufivanje moZze se odnositi i na dve
ili vise slu¢ajnih promenjivih. U velikom broju istrazivanja uocava se veza izmedu
dveju ili vise promenljivih. U tom sluc¢aju treba da se zakljuci da li postoji i kakva
je funkcionalna zavisnost medu tim veli¢inama. U nastavku éemo se baviti statistic-
kim zaklju¢ivanjima koja se odnose na dva obelezja X i Y. Tada je uzorak obima n
dvodimenzionalnog obelezja (X,Y") dat sa ((X1,Y1), (X2, Y2),..., (X, Y,)), a realizo-
vani uzorak je oblika ((z1,y1), (z2,92) ..., (zn,yn)). Na osnovu tih podataka (tacaka)
pokusavamo da otkrijemo funkcionalnu vezu ukoliko ona postoji. Na osnovu metode
momenata nalazimo ocenu R koeficijenta korelacije:

gXY

R: —
SxSy ’

¢iju realizovanu vrednost ozna¢avamo sa

Say.
505y

T =

1< 1<
gzy:EZ(xi_i'n)(yi_gn% Tp = szz
3 =1

U zavisnosti od dobijene realizovane vrednosti koeficijenta korelacije ”u praksi” za-
klju¢ujemo sledece:

Ako je ‘7”‘ < 0.3 obelezja X 1Y nisu u korelacionoj vezi.

Ako je 0.3 < |7“‘ < 0.7 postoji neznatna korelacija izmedu posmatranih obelezja X i

Ako je }r| > (.7 postoji znatna korelacija izmedu posmatranih obelezja X i Y. Pri
tome:

e Akoje 0.7 < }r| < 0.9, postoji znatna linearna korelacija.
e Ako je |r‘ > 0.9, linearna korelacija je veoma jaka.

Veza linearne zavisnosti izmedu dve sluc¢ajne promenljive izrazava se brojem koji se
nalazi izmedu —1 i 1. Koeficijent korelacije nam govori da li je veza izmedu dve
promenjive pozitivno ili negativno korelisana.

Ako je r pozitivno, tada je linearna regresiona funkcija rastuca (to jest ugao prema
x-osi je oStar), a ako je r negativno, tada je linearna regresiona funkcija opadajuca (to
jest ugao prema z-osi je tup).

Ako je vrednost M bliska jedinici, mozemo da zaklju¢imo da je korelacija izmedu X i
Y jaka, a ako je vrednost ‘r| bliska nuli, mozemo da zaklju¢imo da su X i Y veoma
slabo ili nikako povezane.
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U ovom poglavlju razmatraéemo samo formule koje omogucavaju proveru linearne
veze (ako postoji) izmedu slu¢ajnih promenljivih, odnosno nalazi¢emo linearne funkcije
koje dobro aproksimiraju dobijeni skup podataka. U statistici se ovo naziva "fitovanje
krive".
Jednacina linearne regresije (regresiona prava Y u zavisnosti od X):
(1) I naédin
Regresiona prava

9 = Yn + bz — Ty),

. S Sg .
gdejeb=r-2 = _—2y nagib prave.
Sq 52
(2) IT nacin
Regresiona prava
Z) = a1z + aop,
. gy ‘§fl’y . — —
gde je a1 = r— = —~ nagib prave, ap = yn — a1Zy.
Sa 52
Jednacina linearne regresije (regresiona prava X u zavisnosti od Y):
Regresiona prava
= a1y + aop,
. Sz Sy . _ _
gde je ay = r— = —~ nagib prave, ap = yn — a1Zy.
5 5
Y Y

[202] Dati su parovi podataka o temperaturi ( [°C| ) eksperimentalne plocice od ispi-
tivanog materijala i veli¢ini pukotine ( [mm] ) na njoj.

temperatura [ °C] -1.5 | -1.0] -0.5| 0.0 1.0 | 2.0
velicina pukotine [mm] || 0.2 | 0.4 | 0.5 | 0.8 | 1.0 | 1.3

Podatke predstaviti dijagramom rasipanja (scatter). Naéi pravu linearne regresije ve-
licine pukotine u zavisnosti od temperature i ucrtati je na dijagram. Izracunati koefi-
cijent linearne korelacije. Prognozirati Sirinu pukotine na 2.5 °C.

Resenje:

Proglasimo temperaturu za obelezje

X, a odgovarajuéu Sirinu pukotine e
za obelezje Y. Treba da izracunamo -~
koeficijent a; u jednacini
Yy = a1r + ag
S -
preko formule a1 = r=%, gde su 5x i 5y
Sz
standardne devijacije obelezja X i Y, r
je koeficijent linearne korelacije
S
r= % . =
S5y R Y
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Veli¢ina uzorka je n = 6.

Izra¢unavamo aritmeticke sredine: zg = = - (—=1.5—-1.0-0.54+0.0+1.0+2.0) =0.0 i

L
X 6
Jo =5 (02404405 +0.8+10+13)=0.7.

x; yi |vi—% | yi—9s | (wi—76)” | (yi —6)* | (wi — T6) - (yi — Us)
-1.50 | 0.20 -1.5 -0.5 2.25 0.25 0.75
-1.00 | 0.40 -1.0 -0.3 1.00 0.09 0.30
-0.50 | 0.50 -0.5 -0.2 0.25 0.04 0.10
0.00 | 0.80 0.0 0.1 0.00 0.01 0.00
1.00 | 1.00 1.0 0.3 1.00 0.09 0.30
2.00 | 1.30 2.0 0.6 4.00 0.36 1.20
| | | | | 850 [ 084 | 2.65

/1
=\5 8.50 = 1.19024;

1 i o
Sey =5 ;(x — 26)(yi — §) = 5~ 265 = 0.44166.
. 0.44166
Tako da je r = 0 oa7arr — 09T
5a 441
ay = 2z = QANOO 547,

52 1.190242
ag =Yg — a1 = 0.7—0.31176 - 0 = 0.7.

Vidimo da jednacina prave linearne regresije glasi
g =0.31176x 4 0.7 ,
tako da prognoziramo da ¢e Sirina pukotine na 2.5°C' biti
7(2.5°) = 0.31176 - 2.5 + 0.7 = 1.4794 mm.

Koeficijent korelacije r je broj iz intervala [—1,1] i on nam govori o tome koliko je
jaka linearna korelacija izmedu posmatranih obelezja. U nasSem slucaju, re¢ je o vrlo
visokoj korelaciji, jer je r po apsolutnoj vrednosti blizu 1.

Dijagram rasipanja dobijamo ucrtavanjem tacaka (—1.5,0.2), (—1.0,0.4), (—=0.5,0.5),
(0.0,0.8), (1.0,1.0), (2.0,1.3) na xy-ravan. Jednacina regresije je jednalina prave.
Poznato je da su nam potrebne dve tacke da bi nacrtali pravu. Uzmimo dve proizvoljne
vrednosti za x, na primer 1 = 0 i 2 = 1. UvrStavanjem u jednacinu regresije
dobijamo vrednosti 1 = 0.7 1 g2 = 1.0117. Spajanjem tacaka (0,0.7) i (1,1.0117)
dobijamo trazenu regresionu pravu.
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[203] Na slucaj je odabrano 10 studenata i oni su izjavili koliko sati su spremali ispit
iz statistike. Njihove odgovore smo uporedili sa bodovima koje su dobili na ispitu.
Maksimalni broj bodova koji se moZe osvojiti na ispitu je 100.

sati uéenja h (X) || 12| 31 | 22| 7 | 10.8 | 25| 15.6 | 23.5 | 17.2 | 14
bodovi (Y) || 45| 60 | 88| 25| 42 | 85| 51 80 60 | 53

Odrediti jednacinu linearne regresije bodova (y) u odnosu na vreme provedeno u spre-
manju ispita, izraZenom u satima (x). Okarakterisati koeficijent linearne regresije .

Resenje: Kao i u prethodnom zadatku, prvo ¢emo izrac¢unati potrebne veli¢ine. Veli-
¢ina uzorka je n = 10, aritmeticke sredine su:

1
Ti0=-—=-(124314224+7+10.84+25+15.6 +23.5+17.24 14) = 17.81 i

~ 10
1
Jio = 75+ (45 + 60 + 88 + 25 + 42+ 85 + 51 + 80 + 60 + 53) = 58.9.
T; Vi | ©i—T10 | ¥i — o | (xi — 5?10)2 (y; — 11710)2 (i — Z10) - (¥i — Y10)
12.0 | 45 | -5.81 13.9 33.7561 193.21 80.759
31.0 | 60 | 13.19 11 173.9761 1.21 14.509
22.0 | 88 | 4.19 29.1 17.5561 846.81 121.929
70 | 25| -10.81 | -33.9 116.8561 1149.21 366.459
108 | 42 | -7.01 -16.9 49.1401 285.61 118.469
25.0 | 85 | 7.19 26.1 51.6961 631.21 187.659
156 | 51 | -2.21 79 1.8841 62.41 17.459
235 | 80 | 5.69 21.1 32.3761 145.21 120.059
172 160 | -0.61 1.1 0.3721 1.21 20671
14.0 | 53 | -3.81 5.9 14.5161 34.81 22.479
| [ ] | [ 4951290 | 3700.90 | 1049.110 |
1 [1
Standardne greske su: 35, = - Z(ch — T10)2 = T -495.1290 = 7.03654;
i=1
1 & 1
Sy == Y (4 —510)2 =/ — - 3700.9 = 19.23772;
Sy " ;(y 10) 10
1 & 1
Sey = o ;(:c — #10) (s — J10) = 7 - 1049.110 = 104,911,
104.911
tako da je r = = 0.77501;
akoda je 1= s 1903772 — 01 OVL;
5.,  104.911
gy = Szv o JOA9U o o,

52 7.036542
ao = Y10 — 1710 = 58.9 — 2.11886 - 17.81 = 21.1631.
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Vidimo da jednacina prave linearne regresije glasi

7y = 2.11886 - « + 21.1631.

Ovde je koeficijent korelacije pozitivan, isto kao i koeficijent a1, zato §to se broj bodova
dobijenih na ispitu povec¢ava sa vremenom koje je utroSeno na spremanje ispita.

Posto je 0.7 < M < 0.9, zaklju¢ujemo da postoji znatna linearna korelacija.

[204] U tabeli vidimo prikaz pusackog staza i kapaciteta pluca kod 10 sluéajno odabranih

pusaca starih trideset godina.

godine pusenja 1 3 0 4 10 3 15| 10 8

10

kapacitet pluca [l || 4.9 | 5.3 | 4.4 | 5.1 | 4.1 | 4.8 | 4.0 4.2| 4.2

41

Odrediti jednacinu linearne regresije kapaciteta pluéa (y) po godinama puSackog staza

(x) i naci koeficijent linearne regresije r.

Resenje:

Kao i u prethodnim zadacima, prvo ¢emo izra¢unati potrebne veli¢ine.
Veli¢ina uzorka je n = 10, aritmeticke sredine su:

1
T1o=—-(1434+6+4+10+3+154+104+84+10)="71

10
1
Y10 = 0 -(49+534+44+514+414+48+40+4.2+4.2+4.1)=4.51.
zi | yi [ @i—Tw | yi—5w0 | (@i —Z10)° | (i —510)° | (& —T10) - (yi — §10)
1|49 -6 0.39 36 0.1521 -2.34
3 153 -4 0.79 16 0.6241 -3.16
6 | 4.4 -1 -0.11 1 0.0121 0.11
4 151 -3 0.59 9 0.3481 -1.77
10 | 4.1 3 -0.41 9 0.1681 -1.23
3 148 -4 0.29 16 0.0841 -1.16
15 1 4.0 8 -0.51 64 0.2601 -4.08
10 | 4.2 3 -0.31 9 0.0961 -0.93
8 | 4.2 1 -0.31 1 0.0961 -0.31
10 | 4.1 3 -0.41 9 0.1681 -1.23
| | | | | 170 | 2.009 | -16
1 /1
tandard ske su: 5y = 4| — i — F10)2 = 1/ — - 170 = 4.12311;
Standardne greske su: 5 " ;(x Z10) 0 70 3
1 o [1
Sy = 4| — i — 710)2 = 1/ — - 2.009 = 0.44822;
Sy - ;(y 70)* =175 ;
10
1 1
Say = _0 — Z10)(¥i — Y10) = 10 - (—16) = —1.6;
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_16
k 1 = = —U. .
tako da je r = J=oar o Tigs — 086577

5oy —L6

=S O 000411
MR T 2311 ’

ap = Y10 — @110 = 4.51 — (—0.09471) -7 =>5.1729.

Vidimo da jednac¢ina prave linearne regresije glasi

= —0.09471 -z + 5.1729.

Ovde je koeficijent korelacije negativan, isto kao i koeficijent aq, zato Sto kapacitet

plu¢a opada sa duzinom pusSenja.

Posto je 0.7 < ‘r| < 0.9, zaklju¢ujemo da postoji znatna linearna korelacija.

Za priblizno godinu dana puSenja, kapacitet plu¢a opadne za 0.09471 litara (blizu

jednog decilitra).

[205]

U tabeli su prikazane prosecne aprilske temperature u poslednjih 5 godina, izmerene u

Novom Sadu i Budimpesti.

temperatura uw Novom Sadu (z) [°C] || 19.3 | 21.1

18.5 | 19.9 | 21.4

temperatura u Budimpesti (y) [°C] || 20.2 | 21.4

18.1 | 20.2 | 20.3

Odrediti jednacinu linearne regresije temperature v Novom Sadu (z) u odnosu na tem-
perature u Budimpesti (y) ¢ naéi koeficijent linearne regresije r. Ako je temperatura u

Budimpesti [ 22°C] kolika je prognoza temperature toga dana u Novom Sadu?

Resenje: Kao u prethodnim zadacima, prvo éemo izracunati potrebne veli¢ine.

Veli¢ina uzorka je n = 10, aritmeticke sredine su:
Ts = —-(19.34+21.1+ 185+ 19.9 + 21.4) = 20.04

—_

Us = = - (20.2 4+ 21.4 + 18.1 + 20.2 + 20.3) = 20.04.

U] —ot

i

T yi | vi—Ts | yi— s | (@ —35)° | (yi — 35)°

(zi —%5) - (yi — Us)

193[20] -0.74 | 0.16 0.5476 0.0256 -0.1184
21.1 [ 21 ] 1.06 1.36 1.1236 1.8496 1.4416
185 | 18 [ -154 | -1.94 2.3716 3.7636 2.9876
19920 ] -014 | 0.16 0.0196 0.0256 -0.0224
21420 ] 1.36 0.26 1.8496 0.0676 0.3536
| | ] | | 59120 [ 5.7320 | 4.6420

165

1
(i — Ty = 1/5 -5.912 = 1.08738;




1
(i = 55)2 = || 5 - 5732 = 1.0707;

1
)(yi = s) = = - 4.6420 = 0.9284;

0.9284
tako da je r = ——— 0200 _().79742;
ako da je = qGeras Toror — 01074

5oy 0.9284
= Zoy _ — 0.80984;
“T e T Lot ’

ap = ¥s — a1Z5 = 20.04 — (0.80984) - 20.04 = 3.8108.

Vidimo da jednacina prave linearne regresije glasi
Z = 0.80984 - y + 3.8108.

Ovde je koeficijent korelacije pozitivan, isto kao i koeficijent a;, zato §to temperatura
u Novom Sadu raste sa porastom temperature u Budimpesti.

Posto je 0.7 < ‘r‘ < 0.9, zaklju¢ujemo da postoji znatna linearna korelacija.

Ako je temperatura u Budimpesti [22°C], o¢ekivana temperatura toga dana u Novom

Sadu iznosi
T = 0.80984 - 22 + 3.8108 = 21.63°C.
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4 Statisticke tablice

Integrali koji se pojavljuju u funkcijama raspodele slu¢ajnih promenljivih obi¢no nisu
reSivi u kona¢nom obliku. Stoga se njihove vrednosti reSavaju pribliznim metodama i
daju u obliku tablica.

Na stranama koje slede da¢emo vrednosti nekih funkcija raspodele.

Za normalnu raspodelu N (m, £) se daju tablice samo za m = 01 ¢ = 1. Za sluéajnu
promenljivu koja ima raspodelu X : N'(m, &) vrednost funkcije raspodele se ra¢una po
sledec¢oj formuli:

F(x)—P(X<x)—P<Xgm<x_§m>—425(%) :

gde je ¢ (t) takozvana Laplasova funkcija. Laplasova funkcija je funkcija raspodele
normalne normirane raspodele X* = Xg;m : N(0,1), i jednaka je integralu

o (t) = / le_ﬂe_éda:.

— 00

Iz simetri¢nosti funkcije gustine normalne raspodele dobijamo ¢ (—z) =1 — ¢ (2).

Na primer: tabli¢nu vrednost ¢ (1.23) se o¢itava tako §to u preseku vrste sa oznakom
1.2 i kolone 0.03 nademo ¢ (1.23) = 0.8907.

Ako trazimo vrednost ¢! (0.975), onda u unutradnjosti tabele nalazimo broj najblizi
vrednosti 0.975. Za 0.975 to je bad 0.9750. Zatim vrednost ¢! (0.95) dobijamo
sabiranjem oznaka iz nadene vrste i kolone: ¢! (0.975) = 1.9 + 0.06 = 1.96.

Za studentovu raspodelu t, sa parametrom n dajemo tablicu brojeve t za koje je
vrednost funkcije raspodele

F) - / r(z)

dx

n

jednaka datoj verovatnoci za neke vrednosti n. Takode imamo F(—t) =1 — F(t).
Na primer: za n = 8 vrednost F'(2.3) dobijamo koristeci najblizu vrednost u vrsti sa
oznakom 8. To je 2.306, pa je F(2.3) ~ 0.975.

Ako trazimo vrednost ¢ za koju je F(t) = 0.90, pri n = 6, onda u preseku vrste sa
oznakom 6 i kolone sa oznakom .90 oé¢itavamo F~1(0.90) = 1.440.

Za Pirsonovu 2 raspodelu isto kao za Studentovu raspodelu dajemo brojeve y do
kojih je vrednost funkcije raspodele jednaka unapred zadatoj verovatnoci

/7167

r0) = | S

0

[ME]

VS| s
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Na primer: za n = 10 vrednost F'(5) dobijamo koriste¢i najblizu vrednost u vrsti sa
oznakom 10. To je 4.87, pa je F'(5) ~ 0.1000.

Ako trazimo vrednost y za koju je F'(y) = 0.95, pri n = 3, onda u preseku vrste sa
oznakom 3 i kolone sa oznakom .95 oéitavamo F~1(0.95) = 7.81.

U tablici asimptotske raspodele A-testa date su vrednosti parova A i Q(\) za koje je

. A .
nh_>n;oP (Dn < %> = nh_}rr;OP (vVnDy, < X) =Q(N),
gde je D, statistika Kolmogorova Dy, = Sup,c(_oo,0) [Fir(2) — F ()], gde je F(z)
empirijska funkcija raspodele.

Na primer: za A = 1.36 imamo Q(\) = 0.9505 i, obrnuto, za Q(\) = 0.99, najbliza
vrednost je 0.9902, koja daje A = 1.63.
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4.1 Gausova normalna raspodela N (0, 1)

[ 1 e
d)(z):/ﬁe*de

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319  .5359
1| 5398 5438 5478 5517 5557  .5596  .5636  .5675  .5714  .5753
2| 5793 5832 5871  .5910  .5948 5987  .6026 .6064 .6103 .6141
3| 6179 6217 6255 .6293  .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
4| 6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
5| 6915 6950  .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
.6 | 7257 7291 7324 7357 7389 .7422 7454 7486 .7517 .7549
7| 7580 L7611 7642 7673 7703 .7T734 7764 .T794 7823  .7852
8| 7881 7910 7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8079 .8106 .8133
9 | 8159 8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 | .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599  .8621
1.1 | .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 8770 .8790 .8810 .8830
1.2 | .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997  .9015
1.3 | .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 9131 .9147 9162 .9177
1.4 ] .9192 9207 .9222 .9237 9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 | 9332  .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 9429 .9441
1.6 | .9452 .9463 .9474 9485 9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 ] .9554 .9564 .9573 .9582 9591 .9599 9608 .9616 .9625 .9633
1.8 | .9641 .9649 .9656 .9664 9671 .9678 .9686 .9693  .9699  .9706
1.9 | 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 .9762 .9767
2.0 | 9773 9778 9783 9788 .9793 9798 9803 .9808 .9812 .9817
2.1 | .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 9846 .9850 .9854  .9857
2.2 | .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 9878 9881 .9884 .9887  .9890
2.3 | 9893  .9896 .9898 .9901 .9904 9906 .9909 .9911 9913  .9916
2.4 | .9918 .9920 .9922 9925 .9927 9929 9931 9932 .9934 .9936
2.5 | .9938 .9940 .9941 9943 9945 9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 | 9953 .9955 .9956 .9957 .9959 9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 1 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 9972 .9973 .9974
2.8 | .9974 9975 9976 .9977 9977 9978 9979 .9980 .9980 .9981
2.9 | 9981 .9982 .9983 9983 .9984 9984 9985 .9985 .9986  .9986
3.0 | 9987 9987 .9987 .9988  .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 1.9990  .9991 9991 9991 .9992 .9992 9992 .9992 .9993  .9993
3.2 1.9993  .9993 .9994 9994 .9994 9994 9994 .9995 9995  .9995
3.3 1 .9995  .9995 .9996 9996 .9996 .9996 .9996 .9996  .9996 .9997
3.4 .9997 9997  .9997 9997  .9997 9997  .9997  .9997  .9998  .9998
z 1.282  1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291  3.891 4.417
#(2) 9 .95 975 .99 .995 999 9995 199995 999995
2(1 — ¢ (2)) .20 .10 .05 .02 .01 .002 .001 .0001 .00001
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4.2 Studentova ¢, raspodela

nF .75 .90 .95 975 .990 995 .9995
11 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 636.619
2| .816 1.886 2920 4.303 6.965 9.925  31.599
3| .765 1.638 2353 3.182 4541  5.841 12.924
41 .741  1.533 2.132 2776 3.747  4.604 8.610
5| 727 1476 2.015 2.571  3.365  4.032 6.869
6| .718 1.440 1943 2.447 3.143  3.707 5.959
7 711 1415 1.895 2.365 2998  3.499 5.408
8| .706 1.397 1.860 2.306 2.896  3.355 5.041
91 .703 1.383 1.833 2.262 2.821  3.250 4.781

10| .700 1.372 1.812 2.228  2.764  3.169 4.587
1] .697 1363 1.796 2.201 2.718  3.106 4.437
121 .695 1.356 1.782 2.179  2.681  3.055 4.318
13 .694 1350 1.771 2.160 2.650  3.012 4.221
14| 692 1.345 1.761 2.145  2.624  2.977 4.140
15| 691 1.341 1.753 2.131  2.602  2.947 4.073
16 | .690 1.337 1.746 2.120 2.583  2.921 4.015
17 .689 1.333 1.740 2.110  2.567  2.898 3.965
18] .688 1.330 1.734 2.101  2.552  2.878 3.922
19 ] .688 1.328 1.729 2.093  2.539  2.861 3.883
20 | 687 1.325 1.725 2.086  2.528  2.845 3.850
21| .686 1.323 1.721 2.080 2518 2.831 3.819
22| .686 1.321 1.717 2.074 2508 2819 3.792
23 | 685 1.319 1.714 2.069 2500  2.807 3.768
24| .685 1.318 1.711 2.064 2492  2.797 3.745
25| 684 1.316 1.708 2.060 2485  2.787 3.725
26 | 684 1.315 1.706 2.056 2479  2.779 3.707
27 | 684 1.314 1.703 2.052 2473 2.771 3.690
28 | 683 1.313 1.701 2.048 2467  2.763 3.674
29 | 683 1.311 1.699 2.045 2462  2.756 3.659
30 | 683 1.310 1.697 2.042 2457  2.750 3.646
40 | 681 1.303 1.684 2.021  2.423  2.704 3.551
60 | 679 1.296 1.671 2.000 2390  2.660 3.460
120 | 677 1.289 1.658 1.980  2.358  2.617 3.373
oo | .674 1.282 1.645 1960 2326  2.576 3.291
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TLT

4.3 Pirsonova x? raspodela F(y

=Jo (@

27le72) /(25T (n/2))dw

nF .0050 .0100 .0250 .0500  .1000 .2500 .5000 .7500 .9000 .9500 .9750 .9900  .9950
1| 3.93e-5 .000157 .000982 .00393 .0158  .102 455 1.32 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .103 211 575 1.39 2.77 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6
3 0717 115 216 .352 .584 1.21 2.37 4.11 6.25 7.81 9.35 11.3 12.8
4 207 297 484 711 1.06 1.92 3.36 5.39 7.78 9.49 11.1 13.3 14.9
5 412 554 .831 1.15 1.61 2.67 4.35 6.63 9.24 11.1 12.8 15.1 16.7
6 676 872 1.24 1.64 2.20 3.45 5.35 7.84 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5
7 .989 1.24 1.69 2.17 2.83 4.25 6.35 9.04 12.0 14.1 16.0 18.5 20.3
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 5.07 7.34 10.2 13.4 15.5 17.5 20.1 22.0
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 5.90 8.34 11.4 14.7 16.9 19.0 21.7 23.6
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 6.74 9.34 12.5 16.0 18.3 20.5 23.2 25.2
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 7.58 10.3 13.7 17.3 19.7 21.9 24.7 26.8
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 8.44 11.3 14.8 18.5 21.0 23.3 26.2 28.3
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 9.30 12.3 16.0 19.8 22.4 24.7 27.7 29.8
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 10.2 13.3 17.1 21.1 23.7 26.1 29.1 31.3
15 4.60 5.23 6.26 7.26 8.55 11.0 14.3 18.2 22.3 25.0 27.5 30.6 32.8
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 11.9 15.3 19.4 23.5 26.3 28.8 32.0 34.3
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.1 12.8 16.3 20.5 24.8 27.6 30.2 33.4 35.7
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.9 13.7 17.3 21.6 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2
19 6.84 7.63 8.91 10.1 11.7 14.6 18.3 22.7 27.2 30.1 32.9 36.2 38.6
20 7.43 8.26 9.59 10.9 12.4 15.5 19.3 23.8 28.4 31.4 34.2 37.6 40.0
21 8.03 8.90 10.3 11.6 13.2 16.3 20.3 24.9 29.6 32.7 35.5 38.9 41.4
22 8.64 9.54 11.0 12.3 14.0 17.2 21.3 26.0 30.8 33.9 36.8 40.3 42.8
23 9.26 10.2 11.7 13.1 14.8 18.1 22.3 27.1 32.0 35.2 38.1 41.6 44.2
24 9.89 10.9 12.4 13.8 15.7 19.0 23.3 28.2 33.2 36.4 39.4 43.0 45.6
25 10.5 11.5 13.1 14.6 16.5 19.9 24.3 29.3 34.4 37.7 40.6 44.3 46.9
26 11.2 12.2 13.8 15.4 17.3 20.8 25.3 30.4 35.6 38.9 41.9 45.6 48.3
27 11.8 12.9 14.6 16.2 18.1 21.7 26.3 31.5 36.7 40.1 43.2 47.0 49.6
28 12.5 13.6 15.3 16.9 18.9 22.7 27.3 32.6 37.9 41.3 44.5 48.3 51.0
29 13.1 14.3 16.0 17.7 19.8 23.6 28.3 33.7 39.1 42.6 45.7 49.6 52.3
30 13.8 15.0 16.8 18.5 20.6 24.5 29.3 34.8 40.3 43.8 47.0 50.9 53.7



4.4 Asimptotska raspodela \-testa: vrednosti Q()\)

nh—>n<;lo P (Dn < %) = nh—{r;o P (\/ﬁDn < )\) = Q(/\) )
D, = sup |Fi(z)— F(x)|.
2€(—00,00)

T oA Q] X e[ A e[ X e[ X __am
32 .0000 | .66 .2236 | 1.00 .7300 | 1.34 .9449 | 1.68 .9929 | 2.00 .9993
33 .0001 | .67 .2396 | 1.01 .7406 | 1.35 .9478 | 1.69 .9934 | 2.01  .9994
34 .0002 | .68 .2558 | 1.02 .7508 | 1.36 .9505 | 1.70 .9938 | 2.02  .9994
35 .0003 | .69 .2722 | 1.03 .7608 | 1.37 .9531 | 1.71 .9942 | 2.03  .9995
.36 .0005 | .70 .2888 | 1.04 .7704 | 1.38 .9557 | 1.72 .9946 | 2.04  .9995
37 .0008 | .71 .3055 | 1.05 .7798 | 1.39 .9580 | 1.73 .9950 | 2.05  .9996
38 0013 | .72 3223 | 1.06 .7889 | 1.40 .9603 | 1.74 .9953 | 2.06  .9996
39 0019 | .73 3391 | 1.07 7976 | 1.41 .9625 | 1.75 .9956 | 2.07  .9996
40 .0028 | .74 .3560 | 1.08 .8061 | 1.42 .9646 | 1.76 .9959 | 2.08 .9997
41 .0040 | .75 3728 | 1.09 .8143 | 1.43 .9665 | 1.77 .9962 | 2.09  .9997
42 .0055 | .76 .3896 | 1.10 .8223 | 1.44 .9684 | 1.78 .9965 | 2.10  .9997
43 .0074 | .77 4064 | 1.11  .8300 | 1.45 .9702 | 1.79 .9967 | 2.11  .9997
44 .0097 | .78 4230 | 1.12 8374 | 1.46 9718 | 1.80 .9969 | 2.12  .9998
A5 0126 | .79 4395 | 1.13  .8445 | 1.47 9734 | 1.81 .9971 | 2.13  .9998
46 .0160 | .80 .4559 | 1.14 .8514 | 1.48 9750 | 1.82 .9973 | 2.14  .9998
A7 .0200 | .81 4720 | 1.15 .8580 | 1.49 .9764 | 1.83 .9975 | 2.15  .9998
A48 .0247 | .82 4880 | 1.16 .8644 | 1.50 .9778 | 1.84 .9977 | 2.16  .9998
49 .0300 | .83 .5038 | 1.17 .8706 | 1.51 .9791 | 1.85 .9979 | 2.17  .9998
S0 0361 | .84 .5194 | 1.18 .8765 | 1.52 .9803 | 1.86 .9980 | 2.18  .9999
b1 0428 | .85 .5347 | 1.19 .8823 | 1.3 .9815 | 1.87 .9982 | 2.19  .9999
b2 0503 | .86 .5497 | 1.20 .8878 | 1.54 .9826 | 1.88 .9983 | 2.20  .9999
b3 0585 | .87 .5645 | 1.21 .8930 | 1.55 .9836 | 1.89 .9984 | 2.21  .9999
b4 0675 | .88 .5791 | 1.22 .8981 | 1.56 .9846 | 1.90 .9985 | 2.22  .9999
55 07721 .89 5933 | 1.23 9030 | 1.57 9855 | 1.91 .9986 | 2.23  .9999
56 0876 | .90 .6073 | 1.24 .9076 | 1.58 .9864 | 1.92 9987 | 2.24  .9999
D7 0987 | 91 6209 | 1.25 9121 | 1.59 .9873 | 1.93 .9988 | 2.25 .9999
b8 1104 | 92 6343 | 1.26 9164 | 1.60 .9880 | 1.94 .9989 | 2.26  .9999
59 1228 | 93 6473 | 1.27 9206 | 1.61 .9888 | 1.95 .9990 | 2.27  .9999
.60 1357 | .94 .6601 | 1.28 .9245 | 1.62 .9895 | 1.96 .9991 | 2.28  .9999
.61 1492 | 95 6725 | 1.29 .9283 | 1.63 .9902 | 1.97 .9991 | 2.29  .9999
.62 1633 | .96 .6846 | 1.30 .9319 | 1.64 .9908 | 1.98 .9992 | 2.30  .9999
.63 1778 | .97 .6964 | 1.31 .9354 | 1.65 .9914 | 1.99 .9993 | 2.31 1.0000
.64 1927 | .98 7079 | 1.32 .9387 | 1.66 .9919
.65 2080 | .99 7191 | 1.33 .9418 | 1.67 .9924
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5 Ispitni zadaci

U delu koji sledi dati su zadaci sa pismenog dela ispitnih rokova na odsecima ,Industrij-
ske sisteme i menadzment” i ,InZenjerstvo zastite zivotne sredine” Fakulteta tehnickih
nauka iz predmeta ,Statisticke metode u preduzecu” i ,Statisticke metode”.

Srecan rad.
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09. septembar 2007.

1. Od 40 dzempera u jednom butiku 10% ih je sa greskom. Tanja nije ponela naocare a
kupuje dva dzempera. Naéi verovatno¢u dogadaja A da su oba kupljena dZempera bez
greske i dogadaja B da je kupljen tacno jedan sa greskom.

P(A) =
P(B) =

2. Dinar se baca dva puta. Ako je oba puta palo pismo, iz kutije u kojoj se nalaze 2 crne i
3 zute kuglice izvlacdi se jedna kuglica. U ostalim slucajevima izvlacenje se vrsi iz kutije
u kojoj se nalaze 2 zute i 3 crne kuglica. Kolika je verovatnoca da ¢e biti izvucena crna
kuglica?

3. Strelac gada metu tri puta. Verovatnoca pogotka u svakom od nezavisnih pokusaja je
0.9. Ako je meta pogodena najvise jedanom strelac dobija -5 poena, ako ostvari dva
pogotka dobija 5 poena, a u preostalom slu¢aju 10 poena. Slucajna promenljiva X
predstavlja broj ostvarenih poena. Napisati zakon raspodele sluc¢ajne promenljive X.
Izra¢unati matematicko ocekivanje i disperziju za X, kao i Fx(7.5) i Fx(10). Nadi

raspodelu sluéajne promenljive Y = —X? + 5.
X : < Y : <
E(X) =
Fx(7.5) =
E(X?) =
Fx(10) =
D(X) =

4. a) Slucajna promenljiva X ima Uniformnu raspodelu X : U(2,4).

b) Slucajna promenljiva Y ima Normalnu Y : N'(0; 1) raspodelu. Nadéi sledece vero-

vatnoce:
P(|X —5|<2)= P(Y < —2.35) =
P(X <12)= P(Y >0.5) =

alz—1) = €[1,4]

0 x ¢ [1,4]
Odrediti konstantu a, naéi funkciju raspodele slu¢ajne promenljive X i matematicko
ocekivanje i disperziju za X.

5. Neprekidna slu¢ajna promenljiva X data je gustinom o(z) = {

a= F(z) = E(X?) =
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6. Anketirano je 80 studenata o vremenu provedenom u ¢itaonici. Dobijeni rezultati
sredeni su u tabeli

broj sati [0,2) [2,4) [4,6) [6,8) [8,10)
broj studenata 12 10 25 18 15

Nacrtati odgovarajuéi histogram i emirijsku funkciju raspodele. Odrediti modus, me-
dijanu, aritmeti¢ku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

histogram empir. fun. rasp.

medijana:
modus:
Tp =

=2
Sp =

Pod pretpostavkom da obelezje X, koje predstavlja broj sati, ima Normalnu raspodelu,
testirati hipotezu da je u ¢itaonici prosecno provedeno 6h sa pragom znacajnosti o =
0.01.

O(x —2)°', 2 €(2,3)

0, z ¢ (2,3)
nepoznati parametar. Na osnovu uzorka (2.5,2.5,2.4,2.6,2.4,2.3,2.6,2.5,2.5,2.3) nadi
ocenu nepoznatog parametra metodom momenata i metodom maksimalne verodostoj-
nosti.

7. Obelezje X date populacije ima gustinu ¢(z) = , gde je 0
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metod momenata:

metod maksimalne verodostojnosti:

8. Kortistedi y>-test sa pragom znacajnosti o = 0.1 proveriti da li su podaci

xX; 0 1

2 3 4

n; | 13 27

28 18 14

saglasni sa pretpostavkom da je uzorak iz populacije sa Poasonovom P(2) raspodelom.
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25. septembar 2007.

1. Iz kutije u kojoj se nalaze 30 belih, 20 zutih i 10 plavih kuglica biraju se, jedna po
jedna, tri kuglice. Kolika je verovatnoca da ¢e uzastopno biti izvucene tri plave kuglice
ako a) izvu¢enu kuglicu vracamo u kutiju i b) izvuéenu kuglicu ne vra¢amo u kutiju.

a)

b)

2. Iz spila od 32 karte izvladi se jedna karta. Ako je izvucena tref karta, izvlace se dve
kuglice istovremeno iz kutije u kojoj se nalaze 6 belih kuglica, ako je izvucen pik,
izvlacenje se vrsi iz kutije u kojoj se nalaze 2 bele i 4 crne kuglice, ako je izvuéen herc,
izvlacenje se vrsi iz kutije u kojoj se nalaze 4 bele i 2 crne kuglice i ako je izvucena
karo karta izvlacenje se vrsi iz kutije u kojoj su 6 crnih kuglica. Kolika je verovatnoca
da ¢ée obe izvucene kuglice biti bele boje?

3. Baca se kockica za igru "Ne ljuti se ¢ovece". Slu¢ajna promenljiva X predstavlja
ostatak pri deljenju sa 4 palog broja. Napisati zakon raspodele slu¢ajne promenljive
X, sluéajne promenljive Y = 5 — X2, izracunati matematicko ocekivanje i disperziju
za Y, kao i Fy(4.5) 1 Fy(—3).

X;< y;<

E(Y) =
Fy(4.5) = E(Y?) =
9= D(Y) =

4. Od ukupne proizvodnje automobilskih guma prose¢no 2% je gkart. Na slu¢ajan nacin
je izabrano 100 guma. Naéi ta¢nu i pribliznu raspodelu sluc¢ajne promenljive X koja
predstavlja broj neispravnih guma (od posmatranih 100). Koristeé¢i aproksimaciju nor-
malnom raspodelom izra¢unati verovatnoéu dogadaja A da je broj neispravnih guma
izmedu 2 i 10 i dogadaja B da je broj neispravnih guma bar 2.

tacna X : priblizna X :
P(A) = P(B) =
2 zelle
5. Neprekidna sluc¢ajna promenljiva X data je gustinom p(z) = ¢ [1.c] Odre-
0 x¢]le

diti konstantu a, naéi funkciju raspodele sluéajne promenljive X i matematicko oc¢eki-
vanje i disperziju za X.
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. Izabrano je 80 vozaca i merena nedeljna potro$nja benzina. Dobijeni rezultati sredeni
su u tabeli

potrosnja benzina [] | [0,3) [3,6) [6,9) [9,12) [12,15)
broj vozaca 12 13 25 18 12

Nacrtati odgovarajuéi histogram i emirijsku funkciju raspodele. Odrediti modus, me-
dijanu, aritmeticku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

histogram empir. fun. rasp.

medijana:

modus:

fala) =

Tn =

=2
Snp —

Pod pretpostavkom da slucajna promenljiva koja predstavlja potrosnju benzina ima
Normalnu raspodelu N (m;4) testirati hipotezu da je potrosnja benzina 8 1 sa pragom
znacajnosti a = 0.1.

.- o . ) -1 0 1 .
. Obelezje X date populacije ima raspodelu X : ( 1—0 0/2 62 ), gde je 0 nepo-

znati parametar. Na osnovu uzorka (1,1,—1,—1,1,0,1,0,1,0) nac¢i ocenu nepoznatog
parametra metodom momenata i metodom maksimalne verodostojnosti.
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metod momenatas:

metod maksimalne verodostojnosti:

8. Koristeéi x? test sa pragom znacajnosti a = 0.05 proveriti da li su podaci prikazani u

tabeli

Xi 1 2

n; |19 11

8 6 6

saglasni sa hipotezom da se radi o obelezju sa Geometrijskom G(0.4). raspodelom.
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5. oktobar 2007.

1. Iz kutije u kojoj se nalaze 3 plave, 2 zute i 4 crvene kuglice izvlace se dve kuglice
istovremeno, a iz $pila od 32 karte uzastopno se izvlace tri karte bez vradanja u Spil.
Koji je dogadaj verovatniji, A-izvu¢ene su dve Zute kuglice ili B-izvucene su tri tref
karte?

2. Takmicar u kvizu je naucio 50 % pitanja iz I oblasti , 75 % pitanja iz I i 90% pitanja
iz III oblasti. Na slucajan nacin bira jednu od tri neobelezene koverte, od kojih svaka
sadrzi pitanja samo iz po jedne oblasti i iz nje izvlaéi jedno pitanje. Ako takmicar nije
znao odgovor na izvuceno pitanje, kolika je verovatnoca da je izvukao pitanje iz prve
koverte?

3. Strelac gada cilj do prvog pogotka ali najviSe ¢etiri puta. Verovatnoca pogotka u
svakom od nezavisnih gadanja je 0.9. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja broj izvedenih
gadanja. Napisati zakon raspodele slu¢ajne promenljive X, slu¢ajne promenljive Y =
—X + 2, izra¢unati matematicko o¢ekivanje i disperziju za Y, kao i Fy (—0.5) i Fy(2).

X:< y:<

E(Y)=
Fy(—0.5) =
B(Y?) =
Fy(2) =
D(Y) =
4. Slu¢ajna promenljiva X ima Normalnu N(5,0.7) raspodelu. Izracunati sledece vero-
vatnoce:
P(|X -5 <12)=
P(X >6.4)=
= Telld]
5. Neprekidna slu¢ajna promenljiva X data je gustinom ¢(x) = i ¢ [L4] . Od-
0 xél|1,

rediti konstantu a, naé¢i funkciju raspodele slu¢ajne promenljive X i matematicko oce-
kivanje i disperziju za X.

6. Izabrano je 50 vozaca i merena potroSnja benzina. Dobijeni rezultati sredeni su u tabeli
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potrosnja benzina [l | [0,2) [2,4) [4,6) [6,8) [8,10) [10,12)
broj vozaca 3 7 9 12 11 8

Nacrtati odgovarajuéi histogram i emirijsku funkciju raspodele. Odrediti modus, me-
dijanu, aritmetic¢ku sredinu uzorka i uzoracku disperziju.

histogram empir. fun. rasp.

medijana:
modus:
Tn =

=2
Sp —

Pod pretpostavkom da slu¢ajna promenljiva koja predstavlja potroSnju benzina ima
Normalnu raspodelu na¢i 90% interval poverenje za nepoznati parametar m.

7. Obelezje X date populacije ima raspodelu X : ( 229 339 1 i050 ), gde je 6 nepo-
znati parametar. Na osnovu uzorka (2, 3,2, 3, 10, 3, 2, 3, 3, 10, 3) nac¢i ocenu nepoznatog
parametra metodom momenata i metodom maksimalne verodostojnosti.

metod momenata: metod maksimalne verodostojnosti:

8. Na osnovu podataka prikazanih u tabeli
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] -1 0 2 5 10
vi | 21 -11 7 17 30

nadéi jednacinu regresione prave i na osnovu dobijene jednacine oceniti y za r = 7.
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